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AVERTISSEMEINT 
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Il est assez reconnu que , pour étudier la Géomé- 
trie avec succès , on doit joindre aux considérations 
synthétiques les ressources que présente l'Analyse 
pour découvrir, entre les diverses grandeurs, des 
; relations que souvent on n'aurait pas soupçonnées , 

et dont les méthodes graphiques font ensuite d'utiles 
applications aux arts. On peut sans doute revêtir 
ces théorèmes d'une forme plus sensible, en lès 
démontrant de nouveau à l'aide dé constructions 
géométriques; et celles-ci d'ailleurs, employées 
comme un moyen de recherche , ainsi que le fait la 
Géométrie descriptive, manifestent souvent par 
elles-mêmes des propriétés qu'on n'aurait pu dé- 
mêler parmi les formules compliquées de l'Analyse ; 
mais si l'on veut réunir ces divers avantages , il faut 
savoir employer tour à tour les deux méthodes , de 
manière qu'elles se prêtent un mutuel appui; et c'est 
aussi comme complément du Cours de Géométrie 
descriptive que j'ai cherché à présenter ici l'appli- 
cation de l'Analyse à la Géométrie des trois dimen- 
sions. Dans ce dessein, je me suis attaché à faire 
ressortir, parmi les propriétés des lignes et des 
surfaces courbes, celles qui servent de bases aux 
opérations graphiques , ou qui peuvent offrir des,. 



VI AVERTISSEMENT. 

moyens de les simplifier. Ainsi , après avoir ramené 
réquation générale du second degré aux deux 
formes les plus simples, par la considération des 
plans diamétraux et de leurs cordes conjuguées , 
dont l'emploi , si avantageux dans plusieurs circon* 
stances, est dû à M. J. Binet, je discute successive- 
ment les cinq genres de surfaces de cet ordre ; mais 
j'insiste principalement sur le&, divers modes de géné- 
ration par la ligne droite qu'admettent plusieurs de 
ces surfaces, qui , par là, deviennent d'un usage fré- 
quent dans la Coupe des pierres et dans la Charpente. 
Les sections circulaires , qu'il est aussi quelquefois 
nécessaire d'employer , me fournissent l'occasion de 
redresser une erreur assez généralement répandue 
sur la direction précise des plans qui les donnent; 
et, dans la discussion immédiate d'une équation 
numérique du second degré, j'ai assigné des carac- 
tères simples et exclusifs pour chaque genre parti- 
culier de surfaces ; puis , en imitant la marche de 
M. Cauchy dans ses Exercices^ j'ai rattaché à la 
théorie des cordes principales les conditions qui 
expriment que la surface est de révolution. 

Le chapitre des plans tangents m'oflfre l'occasion 
de rectifier les idées souvent fausses que les élèves 
se forment du contact d'une surface avec un plan; 
et d'ailleurs c'est le moment d'établir avec précision 
la différence essentielle qui existe entre les surfaces 
gauches et les surfaces développables , quoique les 
unes et les autres soient réglées^ c'est-à-dire engen- 
drées par la ligne droite. Dans les deux chapitres 
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qui suivent, je donne les équations générales de ces 
deux classes de surfaces, ainsi que celles des cônes, 
des cylindres, etc. ; et j'ai soin d'y ajouter de 
fréquents exemples , en choisissant particulièrement 
les surfaces gauches, développables ou de révolu- 
tion , dont on fait usage dans le Cours de Géomé- 
trie descriptive. Je m'occupe ensuite de la courbure 
des sections faites dans une surface, et de ses lignes 
de courbure ; car ce sont là des données dont l'em- 
ploi est encore nécessaire dans plusieurs parties de 
ce Cours ; puis , en faisant connaître les beaux ré- 
sultats que Monge a obtenus pour les lignes de 
courbure de l'ellipsoïde, j'ai complété la théorie 
présentée par cet auteur, en démontrant que la 
constante arbitraire qu'il nomme S devait nécessai- 
rement recevoir, pour chaque point de l'ellipsoïde, 
deux valeurs de signes contraires , tandis que l'au- 
tre constante 7 devait toujours être de signe opposé 
à 6 , pourvu que la projection fût £aite sur le plan 
qui contient Y ^xemojcimnm et l'axe moyen. Il est 
d'autant moins permis d'établir gratuitement ces 
relations entre S et y, qu'elles ne sont plus vraies 
quand on applique la même équation à la projection 
des lignes de courbure sur le plan qui contient 
l'axe maximum et l'axe minimum ^ ce qui s'effectue 
sans rien changer aux calculs , mais en modifiant 
seulement la grandeur relative des trois demi-axes 
désignés par a, 6, c. C'est cette marche que j'emploie 
pour obtenir la seconde projection des lignes de 
courbure; et par là je trouve l'occasion d'utiliser un^ 
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facteur de réquation di£férentieUe , que Monge né* 
gligeait, avec raison, dans le premier cas , mais qui, 
pour la projection actuelle, fournit directement la 
solution singulière composée des quatre cordes 
supplémentaires, enveloppes de toutes les ellipses 
sur lesquelles se projettent les lignes de courbure. 
Enfin , je donne, pour les lignes courbes quelcon- 
ques , la manière d'obtenir les tangentes, les plans 
normaux ou osculateurs, et les rayons de courbure 
de ces lignes, en faisant remarquer la diffîrence 
essentielle qui existe entre ces rayons et ceux des 
véritables développées. 

Dans cette seconde édition, j'ai éclairci et déve^ 
loppé beaucoup de détails , amélioré plusieurs théo* 
ries , telles que la détermination du centre dans 
l'hyperboloïde gauche, la recherche des sections 
circulaires, et la discussion des équations numéri- 
ques du second degré; dans cette dernière partie, 
j'ai fait voir que l'emploi de la règle de Descartes 
suffisait pour classer toutes les surfaces douées d'un 
centre , même quand les coordonnées sont obliques; 
et pour les autres surfaces , j'ai simplifié les règles 
qui font discerner leur forme particulière , en ajou- 
tant d'a,illeurs des exemples numériques de tous les 
cas. Quant au chapitre de la courbure des surfaces, 
je l'ai refondu entièrement , pour y insérer la mé- 
thode de M. Poisson ; et j'y ai discuté avec soin les 
questions relatives aux ombilics, en m' appuyant sur 
des calculs nouveaux. 
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CHAPITRE PREMIER. 

Notions préliminaires. 



1 . Pour appliquer Tanalyse à la Géomëlrîe considérée 
dans les trois dimensions de Tespace, il faut, comme sur 
un plan , chercher d'abord le moyen d'exprimer par des 
équations la position des points et des lignes. Or, si Ton 
imagine trois plans fixes et connus de situation , tels 
d'ailleurs qu'ils se coupent tous en un même point O , 
et deux à deux suivant des droites distinctes OX , OY, OZ , Fic. i. 
que l'on nomme axes des coordonnées^ puis , que d'un 
point quelconque M de l'espace , on abaisse sur ces plans 
fixes, ex parallèlement aux axesj les droites MA, MB, 
MC , ces trois distances seront dites les coordonnées du 
point M \ et comme elles changeront en 'général de gran- 
deur pour les divers points de l'espace , nous les désigne- 
rons respectivement par les variables x^y^ z. Gela posé, 

i 
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je dis qu'un point M est déterminé de position quand oii 
connaît les valeurs de ses trois coordonnées , c'est-à-dire 
quand on sait que , pour ce point , on a les équations 

En effet, si Ton porte sur OX une distance OD égale à a , 
et que, par l'extrémité D, on mène parallèlement à YZ 
un plan indéfini BDC, ce plan contiendra évidemment 
tous les points de Tespace pour lesquels la coordonnée x 
est égale à a, et par conséquent il renfermera le point M 
en question. De même, en portant sur OY et OZ les dis- 
tances OE = b et OF = c ; puis , menant par les extrémi- 
tés E et F, deux plans indéfinis AEC et AFB, respective- 
ment parallèles à XZ et XY, on verrait que le point 
diercbé doit être contenu aussi dans ces deux nouveaux 
plans; par conséquent ceux-ci 'détermineront par leur 
intersection avec GDB , un point unique pour la position 
de M, et ce point ne sera autre chose que le sommet du 
parallélipipède oblique construit sur les trois arêtes OD , 
OE, OF, égales aux coordonnées MA, MB, MC. 

2. Toutefois, pour compléter la détermination du 
point M , il faut , dans les équations x = a^yr=zb^ z = c, 
tenir compte des signes des quantités a , fe, c, afin de por- 
ter ces distances sur les parties positives OX , OY, OZ 
des axes coordonnés, ou sur leur prolongement OX', OY', 
OZ', ainsi qu'on l'explique dans la Géométrie plane : au- 
trement il y aurait huit solutions , puisque les trois plans 
fixes qu'on doit regarder comme prolongés indéfiniment 
forment, en s'entrecoupant, huit angles trièdres dans 
chacun desquels le point M pourrait être placé à des dis- 
tances absolues a-, i, c. Sans insister ici sur les combi- 
naisons de signes qui répondent à ces divers angles, mais 
que le lecteur doit se rendre très-familières , nous dirons 
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seulement que, quand le point M sera situé 

dans Tangle OXYZ , on aura x = -f- a , j=-f-6, z=:-i-c; 

dans Pangle OX'TZ, x=i — a, y=:-^by a=i-j-c; 

dans l'angle OXY'Z, j;=-Ha, / = — b^ z = 4-c^ 

dans l'angle OX' Y' Z, j: = — a, y ^=z — b^ z = -hc; 

puis, pour les angles trièdres situés au-dessous du plan 
XY, on aura 

dansTangle OXYZ', a?=r-f.«, j=-+-A, « = — r; 

dans l'angle OX'YZ', i?= — a, ^= + 6, 2 = — r; 

dans l'angle OXY'Z', ar==-ha, / =r — b^ z = — c; 

dansTangleOX'Y'Z^ x=: — «, r= — 6, « = — c, 

3. Les pieds A , 6, C , des trois coordonnées du point M , 
sont ce qu'on appelle les projections de ce point, ^aife^ 
parallèlement aux droites OX , OY, OZ ; et elles devien- 
draient les projections orthogonales, si les plans coor- 
donnés étaient choisis de manière que chacun d'eux fût 
perpendiculaire aux deux autres, disposition que Ton 
adopte ordinairement. Dans tous les cas, il est utile de 
i^emarquer : 

I®. Qu'un point de F espace a toujours deux coordon^ 
nées de communes avec chacune de ses projections: 
ainsi , M et C ont évidemment le même or, MA = CE , 
et le même ^, MB = CD ^ M et B ont les coordonnées 
communes a:=:MA = BF, et z = Î^C = ïl!D'^ enfin M 
et A ont le même y, MB = AF, et le même z, MC = AE. 

2°. Que deux projections d'un même point ont tou- 
jours une coordonnée commune: ainsi, les projections 
Bet C ont le même a:, BF = CE; B et A ont le même z, 
BD = AE^ A et C ont le même j, AF = CD. 

■4. D'après cela , il est aisé de voir que les trois équa- 
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lions x=^a^ y:=^b^ z^=Cy qui déterminent le point M-, 
équivalent à la connaissance de deux de ses projections, 
données qui servent, dans la Géométrie descriptive, à fixer 
la position de ce point. En effet, pour définir analytique- 
ment la projection C sur le plan XY, il faudrait donner 
deux équations telles que x = a et j^ = 6 : pour définir 
la projection B, on devrait donner a:=:a' et -s =c; mais 
ces quatre équations se réduisent à trois , parce que , d'à*- 
près la deuxième remarque du numéro précédent, on 
doit toujours avoir la condition a'=â. Cette dépendance 
entre les projections d'un même point sur deux plans se 
retrouve dans la Géométrie descriptive , puisque l'on sait 
qu'après le rabattement des plans, les deux projections 
orthogonales doivent toujours être situées sur une même 
perpendiculaire à la ligne de terre. 

5. En outre, quand une fois les deux projections C 
et B sont fixées par les équations x = a etj^ = è, x = à 
et J&i=c, la troisième projection A s'ensuit nécessaire- 
ment ; car, devant avoir (n° 3) le même y que la projec- 
tion C , et le même z que la projection B, elle se trou- 
vera définie par les équations j^ = i et z = c. Si d'ail- 
leurs on voulait déduire graphiquement le point A des 
deux projections C et B, il suffirait évidemment de tracer 
sur les plans fixés , et parallèlement aux axes , les droites 
CE-etBF,EAetFA. 

6. Puisqu'un point est déterminé par ses trois côor- 
ï'iG. a. données, si l'on donne numériquement celles des points 

M' et M", il doit être possible de calculer la distance de 
ces deux points ; et c'est ce que nous allons faire , en sup; 
posant que les axes sont rectangulaires. (^Voyez, pour le 
cas des axes obliques , le n*' 78.) Menons donc les coor- 
données MC=^z\ C0 = j', OD' = a:' relatives à M', 
et les coordonnées M"C' = z", C!'jy'=y% OD"=:x",qui 
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se rapportent à M"; puis joignons ces deux points, et ti- 
rons la droite M'P parallèle à C"C. Le triangle M'M"P 
sera évidemment rectangle en P, et donnera 



mais si Ton mène CQ parallèle à OX, le triangle C'QC' 
sera aussi rectangle en Q , et fournira Fëquation 



4'où Ton conclura , pour la distance cherchée., 

S^il s'agissait d'avoir la distance du point M' i l'ori- 
gine O, il suffirait d'exprimer que M" coïncide avec ce 
dernier point, en posant x" = o, jr"=zo^ z*=o; et il 
en résulterait 

Dans ces deux formules, on devra toujours prendre le 
vadical positivement , puisqu'il ne peut être question que 
de la distance absolue des deux points proposés. 

7. Avant de nous occuper des lignes, il est à propos 
de généraliser nos idées sur la signification géométrique 
des équations à une ou à plusieurs variables, lorsqu'on 
embrasse les trois dimensions de l'espace. D'abord^ une 
équation telle que j: = a, convient, même en laissant les 
axes obliques, à tous les points qui se trouvent à une 
distance a du plan YZ , cette distance étant comptée pa- 
rallèlement à OX ; et d'ailleurs elle ne convient évidem- 
ment qu'à ces seuls points: par conséquent l'équation. 
x = a représente , dans les trois dimensions , un plan in- 
(iéfini parallèle à YZ. De même , y ' +^'" + 17 = o , qui 
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donnera deux valeurs constantes y=.a±ib^ a pour lieu 
géométrique deux plans parallèles à XZ ; et en général , 
toute équation à une seule *variable représente un ou 
plusieurs plans parallèles aux deux axes dont les coor- 
données n entrent pas dans cette équation. 

Il résulte de là que z = o est Téquation caractéristique 
du plan XY indéfiniment prolongé; de même j^=o re- 
présente le plan XZ , et a: = o représente le plan YZ. 

8. Une équation à deux variables , f{x^ j) = o, appar- 
tient sur le plan XY à une suite de points qui générale- 

Fio. 3. ment forment une courbe CCC; mais si , par les divers 
points de cette ligne , on mène des parallèles à Taxe OZ , 
on- obtiendra une surface cylindrique , dans le sens gé- 
néral de ce mot. Or, un point quelconque N de cette sur- 
face, quel qu^n soit le z, aura toujours le même x et le 
même j que sa projection C (n^' 3); par conséquent les 
coordonnées de tous les points de ce cylindre satisferont 
à la relation f{x^ ^) = o , qui ne contient pas la va- 
riable z ; tandis que tout point Ij pris hors de cette sur- 
face, ayant une projection G qui ne tombera pas sur la 
courbe CC'C, ne pourra vérifier par ses coordonnées 
x=OH, j^'=:GH, l'équation proposée. De là on doit 
conclure que l'équation /"(j:, y) = o représente une sur- 
face cylindrique parallèle à l'axe OZ, et dont la trace 
sur le plan XY est» donnée aussi par la même équation, 
quand on se borne à considérer deux dimensions de l'es- 
pace. Une conséquence analogue s'applique aux équa- 
tions /^(x, z)=o onf"(jy z) = o, dont chacune, prise 
isolément 9 appartient à un cylindre parallèle à OY ou 
à OX, c'est-à-dire parallèle à l'axe des coordonnées 
qui n entrent pas dans l'équation, 

9. Observons, en passant, que si l'on voulait définir 
analy tiquement la courbe CCC" seule , il faudrait em- 
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ployer les équations simultanées f(oc^ j^) = o et :? = o -, 
parce qu^alors il n'y aurait plus , sur tout le cylindre , 
que les points de sa base qui vérifieraient à la fois les 
deux relations citées. 

10. Sans répéter des raisonnements analogues, on 
peut conclure, comme un cas particulier du précédent, 
que quand Téquation à deux variables est du premier 
degré, c'est-à-dire de la forme j^ = ar-f-J, elle appar- 
tient non-seulement à une droite PQ (^g- 3) dont on 
sait déterminer la position sur le plan XY, mais encore 
à tous les points du plan PQRS mené par cette droite 
parallèlement à Vaxe OZ; en efiet, ce plan n'est autre 
chose qu'un cylindre dont la base serait rectiligne. De 
. même , une équation du premier degré, telle que 

mx -h nz =/? ou my -h nz = qy 

représentera un plan parallèle k OY ou à OX. 

il. Enfin, quand l'équation proposée renferme trois 
variables, comme F(a:, j^, z)=:o, il y en a nécessaire- 
ment deux auxquelles on peut donner des valeurs arbi- 
traires; si donc nous posons seulement z = c, l'équation 
F (x, jr, c) = o contiendra encore deux variables, et 
représentera (n® 8) une surface cylindrique parallèle 
à OZ 5 mais comme on ne doit prendre ici que les points 
de cette surface qui satisfont à la condition ^ = c , il s'en- 
suit que, par cette première hypothèse, on obtiendra 
une courbe, savoir: la section faite dans ce cylindre par 
le plan z = c , parallèle à XY. Si l'on pose ensuite z = c\ 
on trouvera tous les points de la courbe tracée par le plan 
z = c' dans le nouveau cylindre F (x, y^ c') = o 5 et en 
continuant ainsi , on obtiendra une infinité de courbes 
diverses situées dans des plans parallèles à XY, et aussi 
rapprochées que Ton voudra les unes des autres ; par con- 
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séquent le lieu géométrique d^une équation à trois va- 
riables F (ar, y^ z) =;^ o , est une surface dont la nature 
dépendra de la forme de la fonction F. D^ailleurs , on ne 
saurait prétendre que ce lieu est un solide, puisqu^alors 
chaque plan sécant devrait donner pour section une aire, 
tandis quHl ne produit, en coupant la surface cylindrique 
F (a:, j", c) = o , cpHune courbe à une ou plusieurs bran- 
ches, identique avec la base de ce cylindre. 

12. Dç cette discussion il résulte que toute équation 
isolée, soit qu^elle renferme une, deux ou trois varia- 
bles, représente une surface, laquelle devient néan- 
moins totalement imaginaire quand aucun système de va- 
leurs réelles ne satisfait à Véquation proposée; ou bien, 
si Ton ne peut y satisfaire qu'en partageant cette équa- 
tion en deux ou trois autres, la surface se réduit à un 
nombre limité de lignes réelles, ou de points réels, parce 
qu^ alors on tombe sur le système de plusieurs équations 
simultanées. Il n'y a pa^s lieu de considérer ici des équa- 
tions qui renfermeraient plus de trois variables propre- 
ment dites, puisque chaque point de l'espace est suffi- 
samment (Jéterminé par ses trois coordonnées : cependant, 
si l'on regardait 1^ variables au delà de trois, non plus 
comme des coordonnées, mais comme des paramètres 
qui i^flueraient sur la forme et la position de chaque sur- 
face individuelle , on tomberait sur des solides et sur la 
théorie des surfax:es em^eloppes, dont nous parlerons plus 
loin (n^» 277 çt 337> . 

13. Maintenant, si l'on fait concourir deux équations 
simultanées F (x, r? 5) = o et F' (x, j^, z) = o, c'est- 
^-dire dans lesquelles les variables seront censées recevoir 
à la fois les mêmes valeurs , ce qui n'en laisse plus qu'une 
seule d'arbitraire , z par exemple , ce système représen- 
tera une ligne droite ou courbe, puisqu'il ne pourra con- 
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venir qu'aux points situés en même temps sur les deux 
surfaces, c'est-à-dire à leur commune section. Récipro- 
quement, le seul moyen que nous ayoï^s pour définir 
une courbe dans Tespace, étant d'assigner deux surfaces 
connues dont elle soit l'intersection , nous ne pourrons 
représenter analytiquement cette ligne que par deux 
équations simultanées. C'est à cela que revient en effet 
la méthode des projections , que nous allons faire con- 
naître, et dont l'avantage consiste en ce que, parmi le 
nombre indéfini de surfaces différentes qui peuvent passer 
par une courbe donnéei; cette méthode emploie de préfé- 
rence deux cylindres dont chacun est parallèle à Fun 
des axes coordonnés, et dont les équations se trouvent 
conséquemment plus simples, puisque, d'après le n^ 8, 
elles ne renfermeront chacune que deux variables. 

\ 4. Commençons par les lignes droites , et , pour mieux 
fixer les idées, supposons les axes rectangulaires, et re- 
gardons OZ comme vertical. Alors, imaginons que do 
tous les points de la droite MM" dans l'espace, on mène Fie. 4. 
des perpendiculaires au plan XY (si les axes étaient 
obliques, il faudrait dire: des parallèles à 01a)\ elles 
rencontreront ce plan en des points C, C, C',. . . dont 
l'ensemble formera ce qu'on appelle la projection de MM" 
sur ce plan ; et cette projection sera toujours rectiligne, 
puisque les perpendiculaires seront évidemment situées 
toutes dans un même plan parallèle à OZ, lequel se 
nomme le plan projetant de MM". Si l'on projette de 
même cette droite sur les deux autres plans fixes par des 
perpendiculaires (ou en général par des li^es parallèles 
à l'axe qui est hors du plan que l'on considère) , on ob- 
tiendra les trois projections AA", BB", CC'^ dont deux 
suffisent pour déterminer la droite MM'^ En effet , sup- 
posons que Ton nous donne AA" et BB"; en concevant 



10 CHAPITRE I. 

par la première un plan parallèle à l'axe OX , et par la 
seconde un plan parallèle à OY, ces deux plans, dont la 
situation n'a plus rien d'arbitraire , devront évidemment 
renfermer chacun la droite MJVF, et ils en fixeront la 
position dans l'espace par leur intersection. 
Fie. 4. 15. Cela posé, la projection BB" sera déterminée sur le 
plan XZ dès que l'on donnera son équation , qui se trou- 
vera, sur ce plan , de la forme 

dans laquelle on sait que p désigne l'ordonnée OG du 
point de rencontre avec OX , et qu6 a = tang GIZ. L'autre 
projection A A'' sera définie sur le plan YZ par une équa- 
tion telle que 

onqs= OH et i = tangHKZ. Par conséquent, ^ensem-^ 
ble des équations (i) et (2) déterminera complètement 
la droite MM'' dans l'espace^ et quoiqu'elles soient ici 
considérées comme appartenant aux projections seules de 
cette ligne, on doit, d'après ce qui a été dit n** 40, les 
regarder plus généralement comme les équations des 
dettx plans projetants MBGR, MAHR, perpendiculaires, 
l'un à XZ, Tautre à YZ, et qui , par leur intersection, 
fixent la position de MM" dans l'espace. Ceci confirme et 
éclaircit ce que nous avons annoncé n^ 13. 

16. Il est important d'observer que, quand même les 
axes seraient dbliques, les projections BB" et A A", pourvu 
qu'elles soient faites parallèlement aux axes, ainsi que 
nous l'avons prescrit (n° 14), auraient toujours des équa- 
tions delà forme (i) et (a)*, seulement les constantes a 
et b changeraient de signification, et représenteraient 
alors des rapports de sinus, comme on l'a vu dans la Géo- 
métrie plane. 



NOTIONS PaéLlMIllAIBES. 1 I 

17. Remarquons d^ailleurs que, dans les équations si- 
multauées (i) et Ta), les variables x^ y, z se rapportent 
aux peints correspondants des projections BB" et AA", 
c'est-à-dîre qu'en posant, par exemple, z = OF, on doit 
trouver x = FB et j^ = FA. D'où l'on voit : i** que ces 
variables représentent aussi les coordonnées MC, MA, 
MB de chaque point M situé sur la droite dans l'espace : 
ainsi ces équations peuvent être dites celles de la ligne 
MM" elle-même; 2** que les valeurs a: = FB, j^ = FA, 
sont encore égales aux coordonnées CE, CD, du point C 
de la projection CC"-, et par conséquent Inéquation de 
cette troisième profection se déduira toujours des deux 
premières j en éliminante entre (i) et (2), ce qui don- 
nera 

a o a a 

pour l'équation de la ligne CC" ou du plan projetant 
vertical MCR. 

18. On voit aussi par là qu'il serait aisé de déduire gra- 
phiquement la troisième projection des deux autres ; car, 
si l'on prend sur AA" et BB" deux systèmes de points cor- 
respondants à un même z , tels que A et B, A' et B', il 
suffira de tracer sur les plans fixes, des parallèles aux di- 
vers axes, pour en conclure la position des points C et C, 
qui détermineront la droite CC 

Cette construction devient plus simple quand on l'ap- 
plique à deux des traces R et S de la droite MM", traces 
qu'il est aisé de retrouver sur les projections A A" et BB", 
par les premiers principes de la Géométrie descriptive. 

19. Lorsqu'il s'agit d'une courbe MM'M". . . , on ima- Fie. «L 
gine aussi par tous les points de cette ligne des perpendi- 
culaires au plan XY (ou, si les axes sont oblicjues, des pa- 
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rallèles à OZ) 5 ces droites , dont Tensemble formera une 
surface cylindrique, rencontreront le plan XY suivant 
une ligne CCC"..., qui, en général, sera courbe, et 
que l'on nomme la projection de MM' M" sur ce plan. Si 
Von conçoit de même, par la ligne MM' M", deux cylin-^ 
dres projetants, parallèles Tun à OY, l'autre à OX, on 
obtiendra les autres projections BB'B", hJ^K" . . .^ et la 
courbe dans l'espace sera évidemment déterminée, dès 
que l'on donnera deux de ses trois projections, puisque 
alors elle devra se trouver à l'intersection de deux cy- 
lindres connus. 

20. Or, les deux projections BB'B" et AA'A", par 
exemple, seront définies par des équations de la forme 

/(X,Z) = 0) { X=:y(z) .... (4), 

r{y,z):=o V ^ ir= + W .... (5), 

lesquelles , dans leur signification complète , représentent 
(n** 8) les deux cylindres projetants qui ont pour bases 
les courbes BB" et AA" : donc la ligne MM" sera détermi- 
née par le système des équations simultanées (4) et (5)^ 
et d'après les remarques du n^ 17, l'équation de la troi- 
sième projection CC'C" se déduira de celles-là, en y éli- 
minant la variable :ç. 

21 . La construction graphique de cette troisième pro- 
jection, qui en général ne sera pas rectiligne, exigerait 
que l'on répétât les constructions indiquées n*' 18 pour 
une droite, sur divers points des courbes BB" et AA", 
assez nombreux et assez rapprochés pour pouvoir unir 
les résultats par un trait continu. 

Ces principes une fois posés , nous allons résoudre di- 
vers problèmes relatifs aux lignes droites, et qui d'ail- 
leurs seront des moyens de solution pp\ir d'autres ques^. 
tioiis plus élevées. 
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Problèmes sur les Lignes droites, 



22. Lorsque les équatioDS d'une droite 

(i) a: = az-hpy (2) yzzzbz-j-g, 

sont données, c'est-à-dire que les constantes a^b^p^ q 
sont connues, il est facile d'obtenir les traces de celte 
ligne. Si Ton veut, en effet, trouver la trace R sur le 
plan XY, on se rappellera (n^ 7) que l'équation -zr = o f ,^ /^ 
caractérise tous les points de ce plan; pài*' conséquent , 
cette condition introduite dans les équations (i) çt (2) 
fournira x = p et j^ == ^, pour les coordonnées de R. On 
obtiendrait les deux autres traces en posant successive- 
ment j^ = o et j? = o. 

23. On peut, au contraire, se proposer de déterminer 
les constantes généraks a , ft, /?, ç, par certaines condi- 
tions auxquelles on assujettira la droite. Exigeons, par 
exemple , que cette ligne passe par deux points connus 
M et M" Cfig» ^) 5 dont les coordonnées seront désignées 
par x\ y\ z^ et x*\ y"^ z'\ Alors il faudra que les équa- 
tions générales (i) et (2) soient vérifiées par la substitu- 
tion de ces deux systèmes de coordonnées à la jdace de 
X , j^, z^ ce qui fournira les conditions 

(3) x'^zaz'-^-p, (4) y'—hz'+q, 
(5) x'^zzzaz'^-^p, (6) j'' = è«"-h^, 
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d^où l'on pourrait tirer les valeurs des quatre constantes , 
pour les substituer ensuite dans (i) et (2) : mais on arrive 
d'une manière plus élégante à un résultat équivalent, en 
éliminant par des soustractions , comme dans la Géomé- 
trie plane, les inconnues ael p entre les équations (i), 
(3), (5), et les inconnues b et if entre (2), (4), (6). De 
cette manière on obtient pour les équations de la droite 
M' M", 

24. Si la droite cherchée devait passer seulement par 
le point (x' y' ^'), on n'aurait à joindre aux équations 
générales (i) et (2) que les conditions (3) et (4), ce qui, 
en éliminant p et q^ donnerait pour les équations d'une 
droite assujettie à passer par un points 

dans .lesquelles les constantes a et i i'esteraient indéter- 
minées , comme on devait s'y attendre. Mais si , de plus , 
on veut que la ligne cherchée soit parallèle à une droite 
connue représentée par 

il faudra évidemment que les plans projetants de ces deux 
droites, et par suite leurs projections, soient respective- 
ment parallèles \ ce qui fournira les nouvelles conditions 
a^=s:-a\ i = h'\ et la droite demandée sera enfin repré- 
sentée par 

Si l'origine O est le point donné par lequel on veut 
conduire une parallèle à la droite (D'), les équations (D) 
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se réduiront éTidemment à la forme très-simple 

25. Trouver le point de rencontre de deux droites 
connues j déterminées par les équations 

(i) xz=az -f-p, (2) y = hz -\-q pour la première , 

(3) x=.a 'z -t-/? ', (4) X = b^z-hq' pour la seconde. 

Observons d'abord que les variables x et y prennent 
en général des valeurs très-différentes dans les systèmes 
(i) et (2), (3) et (4), pour une même bypotbèse z = z' : 
cependant , si les deux droites se coupent , les coordon- 
nées du point commun devront vérifier à la fois les deux 
systèmes , et par conséquent elles s'obtiendront en regar- 
dant .r, y, z 5 non plus comme des variables, mais comme 
des inconnues qui ont les mêmes valeurs dans ces quatre 
équations. Il ne s'agit donc que de les résoudre sous ce 
point de vue^ toutefois, puisque leur nombre surpasse 
celui des inconnues, il devra y avoir une équation de 
condition sans laquelle le problème sera impossible, 
parce qu'en effet deux droites dans l'espace ne se ren- 
contrent pas toujours. Cette équation s'obtient, comme 
on sait, en éliminant les trois inconnues: or, en sous- 
trayant (i) de (3) et (2) de (4), on a 

o = a(«' — a)^p' — /?, o=zz{b' — b)'^q' — q\ 

puis , en éliminant z entre ces dernières , ou bien en ex- 
primant que les deux valeurs qu'elles fournissent pour z 
s'accordent entre elles, on arrive à la condition 



a' — a~h'—h' 



(5) Pj=:L-'L=± 



Si donc cette équation n'est pas vérifiée identique- 
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ment par les constantes des équations proposées , les deux 
droites en question ne se couperont pas^ et lorsqu'elle 
sera satisfaite , les coordonnées du point de section s'ob- 
tiendront en substituant la valeur commune 

dans (i) et (2), ou dans (3) et (4)? indifféremment. 

26. Quand on a a = a' et i = ft', la condition (5) se 
trouve satisfaite, et cependant les droites ne se ren- 
contrent pas , puisqu'elles sont parallèles ^ mais on doit 
évidemment sous-entendre , avec la relation (5 ) , que la 
valeur précédente de z n'est pas infinie ^ ou bien il faut 
dire que la condition (5), prise isolément, exprime que 
les deux droites sont dans un niénie plan et peuvent 
se couper, sans décider à quelle distance aura lieu leur 
rencontre. 

N. B, Observons ici que toutes les questions dont il' 
est parlé dans les n^*^ 22, 23, 24, 25, se traitent de la 
même manière et conduisent aux mêmes formules, quand 
les axes sont obliques^ seulement, la signification géo- 
métrique des coefficients a^h^ a\h' est altérée, comme 
nous l'avons dit n° 16. 
FiG. 6. 27. Trouver les angles que forme ai^ec les axes rec- 
tangulaires OX, OY, OZ, une droite donnée 

et comme cette ligne peut ne pas rencontrer les axes , il 
faut entendre par là les angles que forment ceux-ci avec 
une droite OD menée par l'origine, parallèlement à la 
droite primitive. 

Les équations de OD seront (n*^ 2 1) x = az ^ y = bz : 
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si Ton prend sur cette droite une longueur arbitraire 
OJVr = r, et que Ton désigne par x', y\ z' les coordon- 
nées de son extrémité M', on aura , pour déterminer leurs 
valeurs, les trois équaûons 

dont les deux premières expriment que le point M' est 
sur la droite OD, et la dernière est la formule trouvée 
n^ 6. On en déduit aisément 

g = ■ , ; > y = , ===> X = 



^a*4-è2-l-i' y^a^^y^^x sla^-^-b^-^i' 

Cela posé , en achevant le parallélipipède déterminé par 
les trois coordonnées du point M', et en posant les angles 
cherchés M'OX = a, M'0Y = 6, M'OZ^y, on trouvera, 
par les triangles recungles M'QO, M'SO, M'TO, les 
relations 

et en y substituant les valeurs des coordonnées trouvées 
ci-dessus, il viendra 

(7) fiOSfle= , C0Sb = 



cos7 = 



I 



28. Observons ici, 1°. que ces cosinus renferment un 
radical qui est susceptible de recevoir le double signe ± 5 
mais on devra toujours Taffecter du même signe dans les 
trois cosinus à la fois, et cela ne fournira que deux 
systèmes de valeurs qui répondront aux deux angles sup- 
plémentaires formés par la portion OD , et par son pro- 
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longemcnl OE, ai^ec les demi-axes positifs; car c'est de 
cette manière que Ton doit toujours mesurer les angles 
d'une droite avec les axes coordonnés. 

7?' Que ce radical pris positivement se rapportera 
toujours aux trois angles que forme avec les axes la por- 
tion OD qui se trousse au-dessus du plan XY , ou qui fait 
un angle aigu avec OZ , puisque alors , dans les formules 
(7), cos y ayant une valeur positive ^ il sera certain 
que Fangle y est aigu. Toutefois cela n'empêchera pas les 
deux autres angles ce et 6 d'être obtus ou aigus , suivant 
les signes qu'auront les numérateurs a et £ dans ces for- 
mules (7). 
Fie. 6, 29. Le parallélipipède employé ci-dessus montre que 
les coordonnées x' = OQ , J''= OS, z^ = OT, d*un point 
quelconque M' , sont les projections sur les axes , du rayon 
"Vecteur OM!=r^^ et les équations (6) donnent les valeurs 
de ces coordonnées sous la forme 

x'szrrcosa, jr'==rcos6, z' = rcosy, 

FiG. a. De même, si une droite finie M'M" a pour coordonnées 
de ses extrémités a:', j^', z' et x'\y\ z'\ et qu'on mène par 
ces deux points six plans parallèles aux plans coordonnés , 
on formera im paraUélipipède rectangle dont les arêtes 
seront évidemment or' — x"^y' — y'\ z' — z"-^ de sorte que 
les angles a, 6, y ^ formés par la diagonale M']VF=D, 
avec ces arêtes ou avec les axes , seront déterminés par 
les relations suivantes qui sont fréquemment employées , 



cosa=: — — — , cos6= jr , C0$7== 



D ' D ' ' D 

dans lesquelles d'ailleurs on sait (n^6) que 
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30. Lorsque Ton connait à priori les angles et, è^ y^ 
que forme une droite quelconque avec les axes, il est 
facile d'en conclure les coefficients a et i qui entreraient 
dans les équations de ses projections ; car , des formules (7) 

du n** 24, on déduit par la division, =a, =zbi 

^ C0S7 C0S7 

de sorte que quand une droite devra passer par un point 
donné {x\y", z"), et faire avec les axes des angles a,&,y, 
ses équations pourront s'écrire sous la forme très-symé- 
trique 

cosa cos6 COS7 

31. En ajoutant les formules (7) du n^ 24, après les 
avoir élevées au carré, on obtient cette relation fort re- 
marquable : 

(8) cos'a -I- cos* 6 -h cos*7 = i , 

qui prouve que les trois angles formés par une même 
droite avec les axes ne peuvent jamais être pris tous arbi- 
trairement. Quand on s'est donné a et 6, par exemple, le 

troisième est déterminé par cos y = ±: y^i' — cos* a — cos* 6, 
-et n'est plus susceptible que de deux valeurs supplémen- 
taires l'une de l'autre ; encore faut- il que les deux pre- 
miers angles satisfassent à la relation cos'a-j-cos' S < i, 
laquelle comprend les deux conditions 

a4-6>>90*» et a — ê<:;90». 

On peut se rendre raison de ces diverses circonstances , 
au moyen de deux cônes droits qui auraient pour axes OX 
et OY, et dont les génératrices formeraient avec ces axes 
des angles égaux à a et S ; car la droite en question de- 
vrait être à la fois sur ces deux surfaces coniques, les- 

2. 
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quelles ne peuvent se couper que suivant deux généra- 
trices placées symétriquement, Tune au-^dessus et Tautre 
au-dessous du plan XY. 

32. Trouver F angle que forment entre elles deux 
droites représentées par 

x=iaz -hp et jr zzzbz -\- q^ 
x^ia'z-^-p' et y :=:b'z-^q'\ 

mais comme ces lignes peuvent ne pas se rencontrer, il 
faut entendre par là V angle compris entre deux droites 
menées par un même point j et parallèlement aux lignes 
primitives. Soient donc OD et OD' ces deux parallèles^ 
FiG. 6. leurs équations seront (n** 24) 

(D) x^az^ r = ^«, 

(D') x^a'z, r = h'z', 

alors, si l'on prend sur ces droites deux points M', M'', à 
une distance quelconque de l'origine, par exemple, telle 
que 0]Vr= I, 0M"= i, et que l'on joigne ces deux 
points, le triangle obliquangle OM'M" donnera, par un 
théorème connu , 



M' M' = OM' -h OM" — 20M' . OM" . ces ( M' OM'' ). 

Mais si l'on désigne par x\ y\ z et x'\ y\ z" les coor- 
données des deux points M' et M", cette équation de- 
viendra 

^j:' ^a:"y-J^{y' -^ y"Y-^{z' '--z"f=i -hi— 2 cos(D,D'), 
et, en développant les carrés, elle se réduira à 
(9) cos(D, D') = ^V'+7'r"-4-^V% 
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puisqu'on a évidemment (n** 6) les relations 
si d'ailleurs ou y joint les suivantes 

qui expriment que les points M', M" sont sur les droites 
(D), (D'), on pourra calculer aisément les coordonnées 
de ces points , et Ton trouvera 

a 



z' 




l 




y' 
y" 


mmm^^ 







x' 


z" 


-fà 


I 


y 




b' 


-hl 


x" 




slâ 


'^+ô' 


'^ + 1' 


'=»4.^'3-,-,' 





v/fl^-h^'-hi' 
a' 

de sorte qu'en substituant dans l'équation (9), on aura 
pour déterminer l'angle des deux droites, la formule sui- 
vante 



(10) cos(D, D') = 



^a'-hb^-h i v^fl'» + 6'»-f- 1* 



Si l'on voulait calculer le sinus de cet angle, on em- 
ploierait la relation générale sin = yi— cos', cpi con- 
duirait ici à l'expression 

si„(D,D') = ^-^:E^^E^^S5'. 

et par suite on en déduirait la tangente. 

33. La formule que nous venons d'obtenir pour 
cos (D, ly), renferme deux radicaux susceptibles chacun 
du signe ±5 ce qui fournit, si l'on veut, quatre valeurs 
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égales deux à deux , et qui répondent aux quatre angles 
formés par les droites indéfinies DOE , IXOE': mais il im- 

FiG. 6. porte de remarquer que toutes les fois qu'on aflFectera les 
deux radicaux du même signe ^ c'est-à-dire quand on 
prendra le dénominateur total positwement , la valeur du 
cosinus conviendra nécessairement à l'angle DOD' formé 
par les deux portions qui font chacune un angle aigu 
a\^ec OZ, ou à son opposé par le sommet EOE'. En effet, 
pour ces deux angles, les points M' et M'' qui servent à 
construire le triangle sur lequel repose le calcul, doivent 
avoir leurs ordonnées z' et z"y toutes deux positii^es ou 
toutes deux négativ^es ^ donc, en remontant aux valeurs 
trouvées ci-dessus pour z' et z"^ il est certain que les deux 
radicaux doivent alors être affectés du même signe. Ob- 
servons néanmoins que cet angle DOD' pourra encore 
être aigu ou obtus, suivant le signe du numérateur 
aa'-f-ift'4- I. 

Quant à la valeur de sin (D, D'), il faut toujours la 
prendre positivement , parce que , sous cette forme , elle 
convient aux quatre angles supplémentaires deux à deux ; 
et que d'ailleurs il est impossible de distinguer des angles 
négatifs dans les trois dimensions de l'espace. 

34. On peut aussi exprimer l'angle que font entre 
elles les deux droites OD et OD', en fonction des angles 
que forme chacune d'elles avec les axes coordonnés. 

FiG. 6. Soient en effet DOX = a, D0Y = 6, D0Z = 7, et 
a', 6', y', les angles analogues pour la droite OD'^ nous 
parviendrons, comme au n^ 32, à la relation 

cos(D, jy)=zx'x" + x'x"-¥z'z"; 

mais, d'après la remarque faite au n^ 29, et attendu 
qu'ici on a OM' = i = OM", les valeurs des coordonnées 
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seront 

x' =OM'.cosa =cosa, y' =:cos6, z' =0087, 
J7" = OM".cosa' = cosa', ^'' = cos6', 3"=: ces 7', 

lesquelles substituées dans réquation précédente, four- 
niront pour Fexpression demandée , 

(11) cos(D, D')=: cosacosa' -hcos6cos6' -f- COS7 COS7'; 

ou bien , en employant la notation suivante , qui rappelle 
aux yeux la situation de chaque angle , 

(12) cos (D, D') = cos(D, x) 008 (D', x) -h cos(D, y) cos(D', y) 

-h cos (Dy z) cos (D', z). 

35. n est aisé de déduire de ce qui précède , la condi- 
tion pour que les droites soient perpendiculaires l'une à 
l'autre 5 il faut alors et il suffit que cos(D, ly) = 05 ce 
qui, d'après les formules (10) et (n), entraine l'une ou 
l'autre des relations suivantes : 

(i3) aa' -\'bb^ -^ i =0, 

(i4) cos a cos a ' -h cos 6 cos 6 ' -h cos 7 cos 7 ' = o , 

lesquelles conviennent aux droites primitivement don- 
nées n" 32, aussi bien qu'aux droites OD et Oiy qui se 
coupent. Quant à ces dernières, on doit remarquer que 
la condition (i3) laisse encore la seconde droite en par- 
tie indéterminée , lors même que la première est com- 
plètement fixée par les valeurs de a et de b, puisqu'on 
n'a ici qu'une équation entre les deux coefficients a\ b^ : 
et il en devait être ainsi, parce que, dans l'espace, il 
existe une infinité de droites menées par le même point O 
perpendiculairement sur la droite OD. 

Si l'on voulait exprimer aussi par la formule (10) que 
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les droites sont parallèles , il faudrait poser cos (D, IK )= i , 
ce qui conduirait à Téquation 

(a __ a'Y -f. (^ — b'Y 4- {ab' — a'bf = a, 

laquelle ne peut être satisfaite qu'en posant a = a' et 
b = h'^ de sorte que Ton serait ramené aux conditions 
trouvées n° 24. 
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Des Plans, et de leur combinaison entre eux ou as^ec 

les droites. 



36. Pour parvenir à l'équation du plan , nous regar- 
derons cette surface comme le lieu des diverses positions 
que prend une droite mobile assujettie à glisser sur une 
droite fixe, en restant parallèle à une direction donnée ^ 
et cette méthode aura Tavantage de nous tracer d'avance 
la marche à suivre pour exprimer analytiquement la gé- 
nération des surfaces courbes. 

Soient donc 

(i) x=:az^p, (2) y = bz^q, 

les équations de la droite fixe que Ton nomme la direC" 
trice^ représentons la ligne à laquelle la génératrice mo- 
bile doit rester constamment parallèle, par x = a'z^ 
y = b'z ; alors les équations de cette génératrice auront 
la forme 

(3) X=:fl'z-h/?', (4) x^b'z^q'', 

et ici a\ W seront des constantes données et invariables, 
tandis que p' eXYj' varieront avefc chaque position de la 
génératrice , mais non pas d'une manière tout à fait arbi- 
traire 5 car il faut encore exprimer que la droite mobile a , 
dans toutes ses positions , un point de commun ax^ec la 
directrice fixe , c'est-à-dire que les équations (i), (2), 
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(3), (4) doivent être vérifiées par un même système de 
valeurs àe x^ y^ z. Or, puisque le nombre de ces écpia- 
tions surpasse d^une unité celui des inconnues , cela ne 
pourra arriver qu^autant qu'il existera entre les coeffi- 
cients une certaine relation qui s'obtient en éliminant 
les trois inconnues a:, y, z^ comme nous l'avons vu 
n** 25 , et qui est 

C'est donc là une condition qu'il faut essentiellement 
joindre aux équations (3) et (4) pour que celles-ci repré- 
sentent complètement la génératrice. Cela posé, en attri- 
buant successivement à p' diverses valeurs arbitraires, 
^'=1,2, 7,..., et tirant de la relation (5) les valeurs 
correspondantes de 9', pour substituer les unes et les 
autres dans (3) et (4) , on obtiendrait successwement les 
équations déterminées de telle ou. telle position particu- 
lière de la génératrice \ mais si , au lieu de fixer ainsi les 
valeurs Aep' ef^q\ on élimine ces deux constantes entre 
les équations (3), (4), (5), V équation finale en (x, y, z) 
contiendra alors à toutes les positions de la génératriccy 
puisqu'elle ne renfermera plus de traces des quantités 
p' elq' dont les valeurs particulières pouvaient seules 
distinguer une génératrice d'une autre : par conséquent, 
le résultat de cette élimination sera l'équation de la sur-- 
face plane, lieu de toutes ces génératrices. Or, en sub- 
stituant dans (5) les valeurs de p' et q' tirées de (3) et (4)> 
on trouve 

X — a^z — p jr — b^z — q 

, a' — a ^ b' — b ' 
ou bien 

(6) x{b'^y)-hx(a'-a)-hs(ab'-^ba')-hp(b'^b)-^q(a-'a')=:zo. 
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résultat qui prouve que Véquation cCun plan est toujours 
du premier degrés et renferme généralement les trois 
variables , c'est-à-dire qu'elle est de la forme 

Ax-f-Bj4-Cz-4-D = o. 

37. Réciproquement, toute équation du premier de- 
gré, telle que 

(7) Aar4-Br-hCz-f.D = o, 

appartient à une surface plane. Pour le démontrer, 
cherchons d'abord la trace de la surface (7) quelle qu'elle 
soit, sur un des plans coordonnés, XZ par exemple; et 
comme jr=o exprime (n^ 7) la propriété caractéris- 
tique de ce plan, en combinant cette relation avec l'é- 
quation (7), nous voyons que cette trace est une droite PR 
représentée par ^^' 7- 

(8) r==o et Ax + G8-f-D = o. (9) 

Cela posé, imitons la marche suivie au n** H, et cou- 
pons la surface inconnue (7) par divers plans parallèles 
à XY, tels que ^ = a , z = a', . • • • I^s sections seront re- 
présentées par les équations simultanées 

(10) z=ia et Aa: 4- B/ -h (Ca 4-D) = o, (11) 
zz=a' et A^ + Bj-f-(Ca'4-D) = o, 



résultats dont la forme prouve (n®* 15, 17) que ces di- 
verses sections sont des droites j toutes parallèles entre 
elles (n^24). Mais, en outre, il arrive ici que chacune a 
un point de commun ai^ec la trace PR; car si, d'après 
la règle donnée au n^ 25, on combine ensemble les équa- 
tions (8), (9), (10) et (11) pour en éliminer d'abord jr 
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et ^ , on parvient aux deux équations 

Aj?-f-Ca-hD = o, Aj7-f-(Ca + D) = o, 

lesquelles s'accordent bien à donner pour x la même va- 
leur. Or, comme il en serait évidemment de même en 
remplaçant a par ol\ a\. , .^ j'en conclus que la sur- 
face (7) est le lieu d^une infinité de droites parallèles^ 
qui s^ appuient toutes sur une autre droite fixe PR -, d'où 
il suit que celte surface est un plan (n° 36). 

Remarquons ici que ce mode de démonstration reste- 
rait applicable à l'équation (7), quand bien même un ou 
deux des coefficients A, B, C, seraient nuls, pourvu qu'a- 
lors on choisît convenablement la trace qui sert de direc- 
trice fixe, et la direction des plans sécants *, mais d'ailleurs, 
nous savons déjà (n°* 10 et 7) qu'une équation du pre- 
mier degré , de la forme particulière 

B7-f.C3 + D = o ou C2-hD=o, 

représente un plan qui se trouve parallèle à i/n ou à deux 
des axes coordonnés : ainsi la réciproque annoncée est 
vraie dans tous les cas. 

38. n est très-important d'observer aussi que les cal- 
culs et les raisonnements employés n°* 36 et 37 restent 
les mêmes , et sans aucune modification , dans le cas des 
axes obliques; par conséquent l'équation du plan rap- 
porté à de tels axes est toujours du premier degré, et la 
réciproque a également lieu. Il suit de là que toutes les 
formules et les conséquences auxquelles nous parvien- 
drons dans les n^*^ 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 54 et 60, 
seront également vraies pour des axes coordonnés 
obliques, 

39. Lorsque l'équation d'un plan (7) Ao^ + By^-I-Cz 
+ D = o est donnée , on obtient ses traces en combinant 
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son équation tour à tour avec une des suivantes, x=io^ 
y = 0^ z = o, qui caractérisent (n^ 7) chacun des trois 
plans coordonnés 5 ainsi la trace PQ sur le plan XY sera 
donnée par les deux équations simultanées 

z = o , Ax -f- By H- D = o ; 
la trace PR sur le plan XZ , par 

et enfin celle qui se trouve sur YZ, savoir QR, par 

a: = o, Bx-f-Cz + D = o. 

40. Pour avoir le point où le plan coupe Taxe OX , on Fie. 7. 
posera à la fois les conditions j^ = o et z = o , qui carac- 
térisent évidemment cet axe ; et en substituant dans (7), 

on obtiendra , pour les coordonnées de ce point P, 

r = o, z=zo, x = — — = 0P; 

on trouverait de même pour les points Q et R , 

D 

07=0, /=o, z = — — = 0R. 

Si l'on pose ces trois distances OP=p^ OQ = ^, 

OR = r, et qu'on les introduise dans l'équation (7) à la 

place de A , B, C , l'équation du plan prendra cette forme 

très-symétrique : 

X y z 
-■+•^•4--= I. 
p q r 

41. Observons encore ici , i*^ que si le plan proposé 
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devait élre parallèle à un des axes, OX par exemple, il 
faudrait que la valeur trouvée ci-dessus pour la distance 
OP devînt infinie , ce qui entraînerait la condition A = o ; 
par conséquent l'équation (7) se réduirait, pour un tel 
plan, à 

Bj-f-Cz-hD = o. 

7?, Que si le plan était parallèle à la fois aux deux axes 
OX et OY, ou bien parallèle au plan XY, les valeurs 
précédentes de OP et OQ devraient être toutes deux in- 
finies , d'où A = o et B = o : donc l'équation (7) se ré- 
duirait, pour un tel plan, à 

CIs-hD=o ou z=zh. 

Ces deux résultats avaient déjà été obtenus dans les n^^ 7 
et 40 -, mais comme il importe beaucoup de familiariser 
le lecteur avec ces formes particulières de l'équation d'un 
plan, nous avons voulu les retrouver ici, afin qu'on se 
rappelât bien que , quand un plan est parallèle à vth ou 
DEUX des axes coordonnés j son équation ne renferme 
plus LA VARIABLE OU LES VARIABLES qui Se rapportent à 
ces axes. 

42. Lorsqu'au lieu de donner immédiatement l'équa- 
tion d'un plan, on assigne certaines conditions aux- 
quelles cette surface doit satisfaire , il faut alors calculer 
les coefficients qui entrent dans l'équation générale , par 
quelqu'un des moyçns que nous allons exposer en par- 
courant les diverses conditions que peut remplir un 
plan. 

D^abord, si l'on veut que le plan passe par trois points 
dont les coordonnées sont connues , et désignées par x\ 
y^ z\ x'\ y'\ z", x"'j . . . , l'équation générale 

(i) Ajc4-Br-+-C8-»-D = o 
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devra être vérifiée en substituant aux variables les coor-* 
données de chaque point, ce qui donnera les relations 

(2) A^' -f-Br' -hC«'4-D = o, 

(3) Ajr''-f.Br" 4-Cz"-+-D = o, 

(4) Ax" + Br'" -h Cz"' -h D = o, 

dans lesquelles il n'y a réellement que trois inconnues^ 
qui sont les rapports —, —, ■=r\ on pourra donc les cal- 
culer aisément, et les substituer dans (i), qui ne ren- 
ferme que ces mêmes rapports. Voici le résultat , en pre- 
nant l'arbitraire D pour le dénominateur commun , 

D rtr or' j V— arV> '"^ six" y "'— ^ W'4- j Vx"— z' y V, 

B=^x'7r+ x'z" — z'x" -hxV — z"x'" -hz'x'% 
C = — a:'^"-h xy — xy*" -h x'x" — y'x"' -^ fx"\ 

43. Remarquons que si Ton assignait seulement un 
point par lequel dut passer le plan, on n'aurait alors que 
la condition (2), qui pourrait du moins servir à éliminer 
de (i) la constante D; et l'équation du plan prendrait la 
forme suivante, très-fréquemment employée, 

A(a:-^a/) + B(^ — ^') + C(z — z') = o, 

dans laqueUe il ne resterait véritablement que deux in- 
connues. 

44. Conditions pour quune droite soit située dans un 
plan. Représentons les équations de ces lieux géomé- 
triques par 

(i) A^-f-Bj -h Cz-hD = o, 

(2) xz^az-^-p et y -:=: hz-^ q. (3) 

Si la droite est tout entière dans le plan, il faut que, pour 
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un quelconque de ses points, et par conséquent en lais- 
sant z indéterminé, les valeurs de j: et j^ tirées de (2) 
et (3) satisfassent à Féquation du plan ; or, en substituant 
dans (i), il vient 

(Afl 4- B6 -h C) z -h A/? -f- B^ -h D = o ; 

et puisque cette équation doit se vérifier pour toute va- 
leur de z , il faut que Ton ait à la fois 

(4) Aa-+-B^-f-C = o, (5) A/?-f-Bgr + D = o: 

telles sont les conditions demandées. Par suite, il serait 
facile d'obtenir V équation d*un plan assujetti à passer 
par la droite (2) et (3), et par un point donné (x\ j*' , ^') ; 
car on aurait à joindre aux conditions (4) et (5) la rela- 
tion 

Ajf' -4- B/' -h Cz' -f. D = o, 

ce qui suffirait pour calculer les valeurs de trois des coeffi- 
cients A, B, C, D, en fonction du quatrième, qui dispa- 
raîtrait ensuite, comme se trouvant facteur conunun. 

45. Relation entre un plan et une droite qui sont pa- 
rallèles entre eux. Conservons les notations précédentes, 
et exprimons que le point de rencontre du plan avec la 
droite est à une distance infinie. Pour ce point commun, 
les variables doivent avoir les mêmes valeurs dans les 
équations (i), (2), (3); substituons donc comme ci-dessus, 

et il viendra ^ 

__ Ap-^Bq-i-D 

^ ■"" "" Aa -h B^ -h B ' 

par conséquent la relation demandée est 
(6) Afl -h Bè 4- C = o, 

qui coïncide avec la première des conditions trouvées au 
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numéro précédent. D'après cela , on pourra mener pat- 
une droite donnée un plan parallèle à une autre droite; 
car Oïl devra joindre aux relations (4) et (5) la condi- 
tion (6) dans laquelle on remplacera a et i par les con- 
stantes a et b' de la seconde droite. 

46. Relations entre un plan et une droite qui sont 
perpendiculaires entre eux. Sous le point de vue géomé- 
trique , ces relations consistent en ce que les traces PQ , ïic. 7, 
PR 5 QR , du plan donné , sont respectivement perpen- 
diculaires aux projections correspondantes CC, BB', AA', 
de la droite en question, pourvu toutefois qu'il s'agisse 
de projections orthogonales ; car le théorème n'est pas 
vrai quand les axes sont obliques. En effet, le plan qui 
projette la droite suivant CC est, par sa définition, per- 
pendiculaire à XY; il l'est aussi au plan PQR, puisqu'il 
passe par la droite dans l'espace : donc ce plan projetant 
est perpendiculaire sur l'întersectîon PQ des deux autres; 
d'où il suit que cette trace PQ coupe à angle droit la 
ligne ce qui est dans le plan projetant. On en dirait au- 
tant des traces et des projections sur les autres plans coor- 
<^ donnés-, mais j'ajoute que la réciproque a lieu : si deux 
des projections y BB' et A A', par exemple, sont perpen- 
diculaires aux traces PR et QR , la droite dans T espace 
est perpendiculaire au plan. Remarquons en effet que les 
plans projetants qui passent par BB' et A A', sont néces- 
sairement perpendiculaires l'un à PR, l'autre à QR, et 
par suite ils le sont au plan PQR qui contient <;es lignes^ 
donc l'intersection de ces deux plans projetants, qui \ 
n'est autre chose que la droite dans l'espace , se trouvera 
aussi perpendiculaire au plan PQR. 

Toutefois, pour que cette réciproque soit certaine, 

quand on se borne à exiger la perpendieularité entre 

• deux seules projections et les traces correspondantes, il 

3 
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faut que les deux plans projetants que Ton emploie soient 
distincts Pun de Faiitre , sans quoi les deux projections 
dont on se sert laisseraient la droite indéterminée. Ainsi, 
par exemple , quand les deux traces PR et QR seront pa- 
rallèles à OZ5 les projections BB' et A A' pourront être 
perpendiculaires sur OZ , sans que la droite dans l'espace 
se trouve perpendiculaire au plan donné, parce qu'alors 
les deux plans projetants sont évidemment confondus et 
ne suffisent plus pour définir la droite^ mais, dans ce 
cas, il n'y aura qu'à vérifier si la troisième projection CC 
est aussi perpendiculaire sur la trace PQ. 

47. Exprimons maintenant ces conditions pat l'ana- 
lyse, en conservant les notations déjà employées au 
n^ 44. La trace du plan donné sur XZ est représentée par 

CD 
X=:o et Aj7-f-C»4-D = o, ou j: = — -r z — --; 

A A 

elle doit être perpendiculaire à la projection correspon- 
dante , x = az^p: donc on doit avoir la relation 

il) «=è. 

La trace sur YZ est donnée par 

« r, ^ CD 

j?=:o et B7 + G8 + D = o, ou y =: — -z — ~; 

B B 

et pour qu'elle soit perpendiculaire à la projection 
jrzzr^bz-^tf^ il faut que l'on ait 

(8) * = ? 

Ainsi les conditions (7) et (8) sont nécessaires et su^~ 
santés pour oxprimei" que la droite est perpendiculaire 
au plan. 
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48. Toutefois la dernière conséquence^ souffre une 
exception dans le cas particulier cité au n^ 46, pour le- 
quel on a C = o ; car les formules 7 et 8 donneraient 
alors a = 00 et i = 00 9 ce qui réduirait les équations (s^) 
et (3) de la droite à une seule z =xh^ laquelle est insuffi- 
sante pour définir cette ligne. Dans ce cas, il faudra em- 
ployer la troisième projection, qui sera de la forme 

B 

yz=mx'^*fy et poser /» = — , 

afin d'exprimer que cette projection est aussi perpendi- 
culaire à la trace du plan proposé sur XY. Ainsi les con- 
ditions complètes de la perpendicularité entre la droite 
et le plan seraient 

(7) «=^' (8) b = \, (9) m = \: 

mais , à moins qu'on n'ait à opérer directement sur un 
exemple numérique pour lequel C = o, il suffira, dans 
les calculs généraux , d'employer les relations (7) et (8), 
parce qu'elles comprendront implicitement la relation (9), 

attendu, que d'après le n** 17, on a m = -. 

a 

49. Trouver la distance (ïiin point donné (x\ y\ z') 
à un plan représenté par 

(i) A4:-hB7-f-Cz-hD = o. 

Si du point donné nous menons une droite indéfinie 
perpendiculaire au plan , elle aura (n*^ 47) pour équations 

(2) «-«'=^(z-*'), (3) r-r'=li'-''h 

et les coordonnées du pied de la droite sur le plan s'ob- 

3. 



36 CBAPlTftK III. 

tiendront en regardant les variables jc, y^ z comme 
ayant les mêmes valeurs dans les équations (i), (a), (3). 
Mais , quand on en aura tiré les valeurs dé ces coordon- 
nées, il faudra les substituer dans la formule qui donne 
la distance de deux points , 

par conséquent, il est plus avantageux de préparer les 
équations ci-dessus de manière qu'elles renferment les 
binômes x — x\ y — y' ^ z — z\ C'est pourquoi nous 
écrirons Féquation (i) sous la forme 

(4) A(a: — x')-hB{j — 7')-hC(2— z')-+.D'=:0, 

en posa9t, pour abréger, D'=Aa:'+B/'+Cz'+D5 et 
alors , en substituant dans (4) les valeurs de j: — ^\y — y , 
déduites de (a) et (3) , on trouvera 

* ""A^-4-B'-f-C^' *^ -^"A'+B'+C "^ ~"A'-f-B'-4-C*' 

* 

et par suite , la distance demandée sera 

Aar'+B/'-f-Cz'-hD 



^= 



±\/A'+B'+C* 



Le radical qui entre dans cette exprefôion comporte 
deux signes, dont il ne faudra jamais garder que celui qui 
rendra la fraction totale positive^ attendu que toutes les 
fois qu'il s'agit de distances qui ne sont pas comptées 
parallèlement à une ligne fixe , il ne peut être question 
que de leurs valeurs absolues. 

50. Lorsque le point donné est à l'origine des axes, il 
faut poser dans le résultat précédent x'=. o , j"'=: o, z '= o ; 
et l'on trouve ainsi , pour la distance crun plan à Vori- 
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gine des coordonnées, 

formule où il faudra encore affecter le radical du même 
signe que D. 

51 . Calculer la plus courte distance d'un point 
{x\y j z')à une droite représentée par 

(i) x = az-hp, (2) jr = ^2-+-9- 

Pour y parvenir 5 on pourrait menei' par le point donné 
un plan perpendiculaire à la droite, et dont Téquation 
serait , d'après les relations trouvées n°* 43 et 47 , 

(3) a{x—T')-^b(jr^j')-\-z — z' = o; 

pvds, en combinant les ^équations (i). (2), (3), on en 
tirerait les valeurs des coordonnées x^y^ z, du point où 
le plan coupe la droite. Or , la ligne qui joindra ce dernier 
point avec celui qui a pour coordonnées a:',j^', z\ mesure 
évidemment la distance demandée ; donc , en substituant 
dans la formule générale 

on obtiendra cette distance , qui , après diverses réduc- 
tions , pourra s'écrire ainsi : 



r = Y/(x'-/.)'-4-(r'-^)^-+-^'^-^ 



H 



2 



a» -4- ft» 4- I 
où Ton a posé, pour abréger, 

52. Mais on arrive à ce résultat d'une manière plus 
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Fie. 7. simple et plus élégante, en imaginant le triangle M'MT 
formé par la droite donnée M T, la perpendiculaire M' M 
abaissée du point en question M', et la ligne qui joint M' 
avec la trace T de la droite sur le plan XY, trace qui 
a pour coordonnées z=3 0, a?=^, j*=^. En effet, ce 
triangle rectangle donne 

MM'= VfM''--fM': 
or on a évidemment 

et 

TM=TM'cos(MTM') 

=^TM'(cosa cosa' -h cosê cos6/ H- COS7COS7'), 

■ 

en appelant a , 6 , y les angles de TM avec les axes , et a', 
6', i ceux de TM' (n^ 34). D'ailleurs on sait (n° 29) que 

x' — p ^, r' — q , z' 

TM' ' TM' ' ' TM" 

donc il vient 

TM = [x.^ — p) cos a -h (jr ' — q) CCS 6 + a ' COS7; 

et en substituant dans la valeur de MM', on obtiendra la 
distance demandée sous la forme 

laquelle coïncidera avec l'expression trouvée pour d'\ si 
l'on veut bien y mettre les valeurs connues 

a h 

COSûcrir , COs6=: 



I 
COS7 =-==== • 
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83. Trouver V angle d'une droite et d^un plans repré- 
senta par les équations 

(D) a; = «z-h/>, /=6z-f^</, 

(P) Ax-f-Br-+-C«-hD = o. 

Cette inclinaison serait une quantité indéterminée, si 
Ton ne convenait pas d'entendre par là Fangle compris 
entre la droite (D) et sa projection orthogonale sur le 
plan P ; et ce choix est fondé sur ce que cet angle est le 
plus petit de tous ceux que forme la droite (D) avec les 
diverses lignes tracées par son pied dans le plan , ainsi 
qu'on le démontre aisément par la Géométrie. Il résulte 
de cette définition que, si d'un point de la droite (D) on 
abaisse sur le plan une normale (N ), l'angle de ces deux 
dernières droites sera le complément de celui que l'on 
cherche. Or, quel que soit le point d'où l'on mène la 
normale , ses équations auront la forme 

(N) a: = a'«-f-/?', j = A'z-|-^, 

avec les relations a'= -, A' =- : et comme, d'après le 

n^3S, on a, pour déterminer l'angle des deux droites (D) 

et(N), 

CO^D, N)= ; ;■ ■ > 

on en conclura , par la si:d)Stitution des valeurs précéden- 
tes de a ^ et 2^', le sinus de l'angle du pian avec la droite, 
savoir : 

sin(D, P) =^ , ■ ^ 

• VA^-f. B^ -h C^ s/«» -h ^"^ 4- I 

54. Maintenant comparons les plans entre eux, et 
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cherchons d^abord les conditions qui expriment que deux 
plans sont parallèles , ^iGnl • 

(P) Aa: '-hBr -hO -f-D =rO, 

(P') A'a:-+-B'r-+-C'z-hD' = o, 

les équations de ces plans. Il faudra et il suffira que leurs 
traces sur chacun des plans coordonnés se trouvent res- 
pectivement parallèles ; si donc on pose dans les équations 
(P) et (P') , successivement j: = o,j^ = o,z = o,on trou»- 
vera les conditions 

C_Ç Ç— Ç! A,A' 
B~"B" A~A" B~B" 

lesquelles se réduisent à ces deux-ci , 

, . A B C 
('^) Â'=""b' = C' 

c'est-à-dire que les coefficients des termes ^variables seuls 
dois^ent être respectivement proportionnels dams les deux 
équations; et même on pourra toujours rendre ces^^ trois 
coefficients respectivement égaux j en divisant le terme 
constant D' par le facteur commun qui distinguera A', 
B, C',deA, B, G. 
Fie. 8. 55. Trou\fer V angle de deux plans donnés par les 
équations ci-dessus (P) et (P')^ Si Ton conçoit la figure 8 
exécutée sur un plan de projection perpendiculaire aux 
deux plans proposés , ceux-ci y seront représentés par 
leurs traces AP, AP'^et Tangle PAP' mesurera évidem- 
ment Finclinaison de ces plans. Mais si on leur mène deux 
normales par le point A, on reconnaîtra aisément que 
l'angle N AN '=PAP'*, d'ailleurs, comme ces droites pro- 
longées indéfiniment forment , aussi bien que les plans , 
quatre angles supplémentaires deux- à deux , on peut dire 
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généralement que ces deux normales comprennent entre 
elles les mêmes angles que les plans en question ; et cela 
sera vrai encore de deux autres droites parallèles à AN , 
AN', et tracées par tel point de l'espace que Ton voudra. 
Cela posé, en menant par Torigine deux perpendiculaires 
aux plans (P) et (P'), elles auront pour équations 

A B 

(N) xz^LOZy y z=:hz avec les conditions a = 7; , h -r^-^ 

(W) x = a'z,y = b'z a' = ^„ b>=^„ 

et les angles de ces deux nornoiales seront déterminés 
{pP 32) par la formule 

aa' '\' hb' '\- i 1 



cos(N, N')i= 



± \/û' H- *' H- ï v/a'^-f-^'^-f-i ' 



donc, en substituant ici les valeurs de a, a\ i, b\ on 
aura pour les angles des deux plans 

AA'-HBB'-i-CC' 



cos(P, P') = 



± v/a^ -h B' -h C» v/a'^ -4- B" -h C ' 



formule où le double signe qui affecte le second membre 
i'épond aux angles aigus et obtus que comprennent les 
deux plans indéfinis. 

56. Pour calculer les angles que fait un plan (P) 
aî^ec les plans coordonnés ^ il suffit d'exprimer, dans la 
formule précédente, que le second plan (P'), qui était 
quelconque, vient à coïncider avec un de ceux-ci. Or, 
pour quç le plan (P' ) devienne le plan XY, il faut évi- 
demment poser dans son équation A = o, B = oetD = 05 
donc alors on a pour l'angle du plan (P) avec le plan XY, 

C 

ces f p, xy) = - — r=: cos ( N , z) : 
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OU trouverait d'uuç manière semblable 

COS(P, X»)= " ■ ==;=rCOS(N, J^), 

C08 (P, r*) = , — = cosfN , x). 

Ces i,rois angles du plan (P) avec les plans coordonnés, 
sont évidemment les mêmes que ceux de la normale (N) 
avec les trois axes ; aussi , en faisant la somme de leurs 
carrés, on trouve, comme au n^ 31, la relation 

cos' (P, jcjr) + cos'(P, xz) -+- cos*(P, yz) = i . 

57. Les angles d'un plan (P) avec les plans coordonnés 
laissent toujours une ambiguité qui ne peut disparaître 
qu'en substituant au plan, supposé d'abord transporté 
parallèlement à lui-même jusqu'à l'origine des axes , une 
normale menée par ce point et prolongée vers une seule 
des faces du plan. Les angles de cette normale avec les 
axes positifs sont alors complètement déterminés , puis- 
que, dans les formules du n*^ 56, il faudra prendre le ra- 
dical de inêmc signe que le coefficient C , lorsque la nor- 
male en question formera un angle aigu avec OZ , et de 
signe contraire j quand elle fera cet angle obtus. Quant à 
la manière de définir la face du plan sur laquelle on veut 
élever cette normale, c'est dans chaque problème en par- 
ticulier qu'il en faut chercher les moyens : par exemple , 
dans les questions de Mécanique , où il existe des forces 
qui tendent à faire tourner leur rayon vecteur autour de 
l'origine , on peut convenir que la normale sera élevée 
de telle sorte que le spectateur placé sur cette droite, et 
les pieds sur le plan, voie le mouvement de rotation 
s'effectuer toujours de sa gauclie vers sa droite. On pour- 
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rait adopter l'hypothèse contraire ; mais la première oflTre 
Tavaiitage que , quand la normale ainsi définie formera 
des angles aigus avec les demi-aKes positif disposés sui- 
vant Tusage habituel , la projection du rayon vecteur sur 
les plans coordonnés s.e mouvra dans Tordre alphabétique 
des lettres , savoir : de OX vers OY, de OY vers OZ , et 
de OZ vers OX. 

De même, pour mesurer sans ambiguité l'angle de 
deux plans (P) et (P'), il faudra prendre l'angle com- 
pris entre deux normales dirigées par rapport à chacun 
de ces plans , comme nous venons de l'indiquer pour un 
seul. 

58. L'équation du plan prend une forme remarquable , 
et utile à employer quelquefois , lorsqu'on y introduit la 
perpendiculaire â abaissée de l'origine sur ce plan , et les 
angles X, jut, v, que fait cette normale finie avec les demi- 
axes positifs OX, OY, OZ. Pour abréger la discussion, 
admettons que, dans l'équation 

(P) Aj:-}-Br + C3-+-D=:o, 

on ait eu soin, avant tout, de rendre /lég^a^i/^dansle pre- 
mier membre le terme D \ alors la perpendiculaire abais- 
sée de l'origine (n^ 50) devra être écrite ainsi 



et les angles i, jx, v seront donnés (n*^ 56) par les formules 

B 



CO«X= ; ..: , ■,. ' zs^y O0»{KZ=z 



w^m-^mm^^m 



COSv=: 



sjA} ^- B'H- C* -h >Jh} + B' -H C« 

C 

-4- \/A=^ 4- B' 4" C^ ' 



44 CHAPITRE III. 

car, d'après la préparation effectuée sur le terme D, je 
dis qu'on doit prendre ici tous les radicaux positii^enient. 
En effet, le plan proposé coupe les axes coordonnés à des 
distances 

,_— D ,_"-D ,_ — D 

lesquelles auront évidemment les mêmes signes que A , 
B, C : or, quand la distance x' sera positive, il est facile 
d'apercevoir que l'angle X de la normale finie d se trou- 
vera aigu, et qu'ainsi cos X devra être positif; mais puis- 
que alors A > o, il faut donc dans l'expression de ce co- 
sinus prendre le radical avec le signe +. Si au contraire 
la distance x^ était négative, l'angle X serait nécessaire- 
ment obtus*, et comme dans ce cas, on aurait A <Co, il 
faudrait encore prendre le radical positivement. La même 
discussion s'appliquant aux autres angles, il en résulte 
que les cosinus doivent être écrits conmie nous l'avons 
fait ci-dessus 5 et*alors on en conclut 

— D — D ^ — D 

A=:— r— COSX, B = — y— COSfl, C = — j— COSv, 


d'où, en substituant dans l'équation (P), il vient pour 
l'équation du plan , 

X cos ^ + j cos fA -f- z cos V = + 5. 

Sous cette forme, le second membre â sera toujours une 
quantité essentiellement positive, et les cosinus seuls 
pourront avoir des signes divers , suivant la position du 
plan , ou plutôt de la normale â relativement aux demi- 
axes des coordonnées positives. 

59, Condition pour que deux plans soient perpendi- 
culaires entre eux. Dans ce cas, il faut et il suffit que la 
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valeur trouvée n° 55, pour le cosinus de Fangle des deux 
plans , devienne nulle : donc on aura la relation 

AA'-^BB'-hCC'=:o. 

60. Déterminer Vintersection de deux plans représen* 
tés par les équations 

(P) Ax H- Bj + Cz H- D = o, 

(P') ^ A'r + B>4"C'z-f-D' = o. 

On pourrait, d'après les réflexions faites au n*^ 1*3, se 
contenter de dire que la droite demandée est suffisamment 
déterminée par le système des équations (P) et (P') prises 
simultanément, c'est-à-dire en y regardant x, j^, z, 
comme recevant à la fois les mêmes valeurs. En effet, 
sous ce point de vue, il ne reste plus qu'une de ces varia-* 
blés qui puisse être prise arbitrairement ; de sorte que si 
l'on pose tour à tour z = i, 2, 3. ..9... et que Ton cal- 
cule d'après les équations (P) et (P), les valeurs corres- 
pondantes de X et dey, on déterminera autant de points 
que l'on voudra de l'intersection des deux plans. Mais si 
Ton désire de connaître les projections de cette droite , on 
se rappellera (n°*3et 17) que les variables a: et ^, par 
exemple , représentent à la fois les coordonnées d'un 
point de l'intersection dans l'espace , et celles de la projec- 
tion sur le planXZ : donc l'équation de cette projection 
s^ob tiendra en éliminant y entre (P) et (P'). Le même 
raisonnement montre qu'il suffira d'éliminer a: pour avoir 
la projection sur YZ-, de sorte que, sans développer ici les 
calculs, on arrivera évidemment à deux équations de la 
forme 

(i) x=:az+/?, (2) jrzzzLbz-^-q. 

Si ces dernières sont plus commodes pour se repré- 



i 
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senter la position de rintersection, c'est qu'elles appar* 
tiennent (n^ 15) à deux plans passant par cette droite, 
et qui ont cela de particulier , qu'ils se trouvent perpendi- 
culaires l'un à XZ, l'autre à YZ^ mais il n'en faut pas 
moins rester convaincu que les équations (P) et (P') sous 
leur forme actuelle, et prises simultanément, détermi- 
nent déjà la droite demandée aussi complètement que 
(i)et(2). ' 

61 . Par des raisons toutes semblables , on sentira que 
la courbe intersection de deux surfaces représentées par 

F (x, j, z) = o, F' {x, y, %) =r o, 

» 

est aussi complètement déterminée par le système de ces 
deux équations, "priBes simultanément j que par les équa- 
tions de ses projections 

déduites des précédentes, en éliminant tour à tour y et X] 
et d'ailleurs ces dernières représentent aussi deux surfa- 
ces j savoir : des cylindres parallèles à OY et à OX (n** 8). 

Nous terminerons ce chapitre par un problème qui 
nous fournira l'occasion d'appliquer plusieurs des for- 
mules obtenues jusqu'ici. 

62. Trouf^er la grandeur et la position de la plus 
courte distance de deux droites, que l'on suppose n'être 
pas dans un mèn^e plan , et avoir pour équations 

(L) x = az -f-jp, X =z bz H- g, 

(V) x=:a'z-hp\ yzrzb'z^q'. 

Pour résoudre la première partie de ce problème , con- 
cevons par la droite (L) un plan (P) parallèle à (L'), ce 
qui est toujours possible, puisqu'il suffirait de faire passer 
ce plan par la première ligne et par une droite menée 



t>ES PLANS ET DE LEUK COMBINAISON ENTRE EUX, etC. fy) 

d'un point de celle-ocî parallèlement à la seconde (mais , 
pour exprimer analytiquement ces conditions , nous em- 
ploierons tout à rheure un moyeif plus simple). Imagi- 
nons aussi par la droite (L') un plan (P') parallèle à (L) : 
ces deux plans seront nécessairement parallèles entre 
eux, et leur distance mesurera éyidemment la grandeur 
de la plus courte distance des deux droites proposées. 
{Voyez la Géométrie descriptive, n** 47.) 

Or le plan (P) aura une équation qui, pour simplifier 
les calculs , pourra s'écrire 

(P) Aj?-i-BjH-z4-D = o; 

mais , puisqu'il est parallèle à la droite (L') et qu'il con- 
tient la droite (L), on aura (n°* 44 et 45) les conditions 

(i) ka' H-Bè'-f. 1 = 0, 

(2) A/ï 4- Bô -h I = o, 

(3) Ap -f-B^ +D=o, 

dont les deux premières donnent 
A = -— -, B = 



ab'^a'b' ab'^a'b' 

et la troisième déterminera D en y substituant ces valeurs. 
De même , le plan (P') aura pour équation 

(P') A'x- -f- BV -h z -f. D' = o, 

avec les conditions 

(4) A'a + B'^ -h I = o, 

(5) A'a'4-B'^'4-i =0, 

(6) A>'-f.B'^'-+-iy=:o; 

> 
et sans résoudre les équations (4) et (5), on doit voir, en 
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les comparant avec (2) et (i), qu'eUes conduiront à 
A' = A, B' = B, comme on devait s'y attendre, puisque 
les plans (P) et (P') sont nécessairement parallèles : quant 
à la valeur de D', elle se tirera de (6), 

Cela posé, abaissons de l'origine deux perpendicu- 
laires â et ^'sur ces plans parallèles^ elles seront expri- 
mées (n** SO) par 



et leur différence â' — (î ou cî — â' mesurera l'intervalle 
des deux plans, ou bien la plus courte distance c^'' des 
droites proposées ; donc , en substituant ici les valeurs de . 
D et DV tirées de (3) et (6), puis celles de A et B, il 
viendra 

63. U est essentiel d'observer que, pour obtenir la vé- 
ritable grandeur de à" dans tous les cas , il faut d'abord 
garder les numérateurs D et D' avec les signes qui les 
affecteront, puis prendre toujours leur différence anal^j^- 
tique. En effet, comme les deux plans (P) et (P') coupent 
l'axe OZ à des distances z z=: — D, z = — D', si les 
termes D et D' sont de même signe , ces plans parallèles 
se trouveront d'un même côté par rapport à l'origine des 
axesj^t, dans ce cas, leur distance est bien égale à la diffé- 
rence des grandeurs absolues des perpendiculaires S' et cî, 
c'est-à-dire qu'elle sera donnée par 

±(D^-~D) 
Au contraire, lorsque D et D' sont de signes opposés, 
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l'origine des coordonnées est située entre les deux plans , 
et alors la véritable distance d" se trouve la somme des 
valeurs absolues des perpendiculaires c?, â'\ maïs cette 
somme équivaut encore à la diflFérence analytique 

±:(D' — D) M 



V^A* -H B'^ -h I 

Donc, dans tous les cas, la règle énoncée ci-dessus est 
juste ^ et seulement, dans la valeur définitive de d"j il 
faudra rendre le résultat positif', en donnant au radical 
le même signe qu'aura le numérateur. 

64. On peut, dans la formule (7), introduire Tangle 6 
que font entre elles les deux droites proposées, et les 
angles «, 6, y, a', 6', y', qu'elles forment avec les axes. 
En effet, d'après la dernière formule du n*^ 32, la valeur 
de cî" peut être écrite ainsi 

et si l'on y substitue les valeurs trouvées n** 30, 

cosa , cosê ^ cosa' ,, cosS' 

«= , ft = , a'=z ,y b'r= -, 

COS7 COS7 COS7 COS7 

on obtiendra 

,jjv j,„ (p^p') (cosScos/ — cos6'co«y)-h(^— 7')(co8y cosa'— cos/cosa) 

W « ;r-2 • 

81D0 

m 

65. Quant à la seconde partie du problème , laquelle 
consiste à trouver la position de la ligne (L") sur la- 
quelle se mesure la plus courte distance des droites pro- 
posées, il suffit de remarquer que cette ligne (L"), devant 
être (G. D. n** 47) perpendiculaire en même temps à (L) 
età (L'), sera donnée par Finterseclion de deux plans (P") 

4 
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et (P*") menés l'un par (L), l'autre par (L'), et tous les 
deux perpendiculaires à (P). Or, ces nouveaux plans se- 
ront déterminés par les équations 



A"A+ B"B -h I =o, 
k!'a^ B"b 4" I =0, 
A'>-f- B"^ H-D''=o, 



A'"A-h B'"B -f- I = o, 
ATa'-^ -h^'b' -+-1=0, 
A'y+ Wq' 4-D'"=o. 



Donc la droite cherchée (L") se trouvera représentée 
analytiquement par le système des équations (P") et (P*'), 
prises simultanément, lesquelles deviennent, après le 
calcul des coefficients , 

(jjc^p) [fl— a'-f"6 {ah'— a'b)] -^{y—q) [b — b'-^-a {a'b-^ab')] 

(x— //) [fl'— û+^ffl'^— aA')]+( j— ^') \b'^b-\-a'{ab'^a'b)\ 
= z [a' {a' --a) -j- b' {b'—b)\ 

66. Remarquons , en terminant , que si les deux droites 
(L) et (L') se coupaient, le numérateur de la formule (7) 
deviendrait nul, d'après la condition (5) du n^ 25, et 
alors on trouverait 5" = o, ce à quoi l'on devait s'at- 
tendre; mais si ces droites étaient parallèles, on aurait 
à" = \^ quoique leur distance soit partout constante. Ce 
dernier résultat tient à ce que les plans (P) et (P') de- 
viennent alors indéterminés, comme on peut s'en con- 
vaincre en remontant aux conditions qui avaient servi à 
les définir, ou bien en remarquant que les équations (i) 
et (2) du n^ 62 se réduisent à une seule. Cependant, pour 
appliquer à ce cas la même marche, il suffirait d'exprimer 
que les plans (P) et (P') sont menés perpendiculaires au 
plan qui contiendrait les deux lignes parallèles; mais il 
sera bien plus court de chercher la perpendiculaire abais- 
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séed'un point de (L') sur (L). Prenons, en effet, pour 
ce point la trace qui est donnée par z=o^ x=p\ y=zq\ 
et la formule du n° 51 fournira, pour la distance des 
deux droites parallèles , 

ou bien 

résultat qui est facile à vérifier ou à obtenir directement, 
au moyen d^un triangle rectangle dont l'hypoténuse se- 
rait la distance des traces des deux droites proposées. 



52. CHAPITRE IV, 



CHAPITRE lY. 

Transformation des Coordonnées, et tliéorèmes sur les 
Projections des droites et des surf aces planes . 



FiG. q ^^ Lorsiju'iine droite finie AB et une droite indéfinie 
OX se trouvent ou non dans un même plan , et que , des 
extrémités de la première , on abaisse sur l'autre des per- 
pendiculaires AA' et BB' qui , en général , ne seront point 
parallèles, la partie interceptée A'B' se nomme la projec- 
tion de AB, et ces deux droites ont entre elles une rela- 
tion remarquable. En eflFet, si, par le point B, on con- 
çoit un plan MBB' perpendiculaire à OX , et que l'on 
mène jusqu'à ce plan la ligne AC parallèle à OX, le 
triangle ACB sera rectangle en C, et l'angle BAC = a 
sera ce qu'on appelle l'angle de AB avec OX. Or, ce 
triangle donne AC = AB . cos a , ou bien A' B' = AB . cos a : 
ainsi la projection d^iine droite sur une autre est égale 
à la droite primitii^e multipliée par le cosinus de V angle 
AIGU qu^ elles font entre elles k 

68. Le même théorème subsiste pour une surface plane 
projetée sur un plan quelconque \ mais commençons par 
Fie. 10. considérer un triangle ACB dont un des côtés BC est pa- 
rallèle au plan sur lequel on veut projeter la figure : alors 
on pourra évidemment supposer que ce plan de projection 
passe par le côté BC lui-même, et représenter par A'BC 
la projection du triangle primitif. Cela posé, menons par 
la ligne AA' un plan sécant perpendiculaire à BC; il 
coupera les deux triangles suivant des droites AH et A' H 
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qui en seront les hauteurs^ et qui comprendront entre 
eBes un angle a égal à celui que forment les plans de ces 
triangles. Or, on a évidemment 

ABC : A'BC :: ah : a'h :: i : cosa; 

d'où Ton conclut 

A'BC = ABCXcosût, 

Si le triangle ABC n*a aucun de ses côtés parallèles au fiq. u. 
plan de projection, concevez ce plan mené par Tangle 
inférieur B, et soit A'BC la projection de ABC. En pro- 
longeant les lignes jusqu'à la rencontre du plan, vous 
formerez deux triangles ADB et CDB, pour lesquels le 
théorème est démontré *, ainsi vous aurez 

A'DB = ADB X cosia, C'DB=: CDB X cosa; 

donc, en soustrayant membre à membre, il viendra 

encore 

A'C'B = ACBXcos*. 

69, Maintenant, soient P un polygone ^/a/i^ et P' sa 
projection sur un plan fixe. Si l'on décompose le premier 
en triangles Ti, T„ Ts, ... dont les projections soient 
T'i, T'„ T's? . . . 5 ^c polygone P sera la somme des uns , et 
P' la somme des autres^ mais on aura, pour chacun de 
ces triangles, 

T J = Ti cos a , T j = Tj cos a ... ; 

donc , en ajoutant membre à membre , il viendra 

P' == Pcosa, 

formule qui démontre que la projection d'une aire plane 
sur un plan quelconque est égale à taire primitive mul- 
tipliée par le cosinus de F angle aigu que forment entre 
eux les deux plans. 
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70* Il est d'ailleurs facile d'étendre, pétr la méthode 
des Imites, la mèine proposition au cas d'une tdre plane 
S terminée par une ligne courbe ou mixte; car, en y in- 
scrivant un polygone P , et désignant par S' et P' les pro- 
, jections de ces deux surfaces sur le plan fixe, on voit bien 
qu'à mesure qu'on multipliera les côtés du polygone , les 
deux quantités constantes S' et S. cos a seront les limites 
des deux quantités variables P' et P. cos « ^ or, ces der- 
nières étant toujours égales entre elles d'après la formule 
précédente , on en conclut que leurs limites sont aussi 
égales, c'est-à-dire que S'=S. cos a. 

Ainsi un cercle dont le rayon égale a, étant pro^ 
jeté sur un plan, donnera une ellipse dont l'aire sera 
E:=7r a*, cos a; mais il est évident que les deux demi- 
axes de cette ellipse seront a et b = a cos a ; donc l'aire 
deviendrai E = tt ai : résultat conforme à ce que l'on sait 
d'ailleurs. 

71. Si l'on projette la surface plane P sur trois plans 
rectangulaires , avec lesquels elle forme des angles désignés 
par a, 6, y, on aura, pour les trois projections F, P", P* 
de cette surface , 

P'=:Pcosa, P'' = Pcos6, P'" = Pcos7; 

puis, en faisant la somme des carrés,. et en se rappelant 
(n** 56) que cos * a -f- cos* 6 H- cos* y = i , il viendra cette 
relation très-remarquable 

p'a 4_ p''2 -4_ p'^î ::=: pj^ 

72. Occupons-nous maintenant de la transformation 
des coordonnées rectilîgnes, et supposons qu'il s'agisse 

Fie. la. ^® passer d^un système d'axes rectangulaires OX, OY, 
OZ, 4 un système d'axes obliques OX', OY', OZ', qui 
ont la même origine que les premiers. Si d'un point 
quelconque M de l'espace, nous menons les droites MP, 
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MP', respectivement parallèles à OZ, OZ', et terminées 
aux points P, P', où elles rencontrent l'une le ^an XY, 
Fautre le plan X' Y'; puis, si de ces pieds nous tirons PQ , 
P'Q', parallèles à OY, OY', nous aurons pour les coor- 
données de M dans les deux systèmes , 

X =0Q, X =PQ> « =MP, 
jc' = OQ', j' = P'Q', z' = MP', 

et la question consistera à trouver les valeurs des une« en 
fonction des autres. Pour cela , projetons la ligne brisée 
x'+jr'+z' sur l'axe OX, en abaissant de chacun de ses 
angles les perpendiculaires Q 'G 5 P'H, MQ: cette der- 
nière étant nécessairement dans le plan MPQ , aboutira 
précisément & l'extrémité de l'abscisse a:=:OQ, et l'on 
aura ainsi 

(i) X = OQ = OG H- GH -4- HQ; 

mais par le théorème du n? 67 , on obtient 

OG=^'cos(x',^), GH = ^'cos(7', x), HQ= «'008(2', jp), 

en désignant toujours par ces notations et autres semblar 
bles^ les angles compris entre deux derm^axes positifs. 
Donc 9 en substituant, il viendra 

(2) X = ,t' cos (x', x) -h jr ' cos ( / ', x) H- »' cos («', x), 

A la vérité, la construction parait supposer que les axes 
OX', OY', OZ', forment tous des angles aigus avec OX; 
cependant 9 si l'un d'entre eux, par exemple OY', for- 
mait un angle obtus, alors dans la figure, que l'on con- 
struira aisément, le point H tomberait à gauche de G, et 
l'on aurait, au lieu de (i), cette équation 

(3) x = OG — GH + HQ, 

avec laquelle s'accorde encore l'équation générale (2), puis- 
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que, d'après l'hypothèse Y'OX > go**, le terme y cos {j'^x) 
sera aussi négatif, et toujours égal numériquement à la 
projection GH de l'ordonnée P'Q'=j^'. 

D'un autre coté, si, en laissant l'angle Y' OX aigu, il 
arrivait que le point M eut son ordonnée y' négative, le 
point H tomberait aussi à gauche de G , et l'équation (3) 
remplacerait encore Téquation (i); ce qui prouve que, 
pour rendre la formule (2) applicable à tous les cas., il faut 
tenir compte des signes des coordonnées et des signes des 
cosinus j en rapportant toujours ces cosinus aux angles 
compris entre les demi-axes positifs. D'ailleurs, en pro- 
jetant la même ligne brisée x'+y'-i- z ' sur OY et sur OZ , 
on aurait nécessairement des résultats semblables : donc on 
peut dire que chaque coordonnée rectangulaire est égale 
à la somme algébrique des projections des trois noux^elles 
coordonnées sur chacun des anciens axes , et poser les 
trois formules générales qui suivent : 

Îx = x' C08 (x', x) -h r ' C08 ( j^ ', x) -H «' C08 («', x) = ox' -^hy* -^ cz'y 
J^=x'cO8(x',J')-hr'C08(r',r)-H«'c0Sv«',r) = «'^' -^^'y' -^C'z'y 
z = x' C08 (x', e) -+-r ' C08 (> ', «) H- z' C06 (V, m) = a V -+- 6«y ' -f- c"*' . 

Toutefois il* faut bien remarquer que les neuf con- 
stantes qui entrent dans ces formules ne peuvent pas 
toutes recevoir des valeurs arbitraires. En effet, a, a, a", 
par exemple , désignant les cosinus des angles que forme 
une même droite OX' avec trois axes rectangulaires OX, 
O Y, OZ , doivent être soumis à la condition citée n*^ 31 : 
il en arrive autant pour t, b\ b'\ et pour c, c', c"-^ par 
conséquent il faudra toujours joindre aux formules (4) les 
trois relations suivantes : 

ce qui ne laissera que six constantes dont on puisse 
disposer arbitrairement. 
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73. Passer d^un système d^ axes rectangulaires à un 
autre système d^axes aussi rectangulaires? Il suffira d'em- 
ployer les formules précédentes (4) et (5), en y joignant 
de nouvelles conditions propres à exprimer que les axes 
OX', OY', OZ' sont aussi perpendiculaires entre eux» 
Or, d'après la formule (12) du n^ 34, on a dans tous les 
cas, 

cos(j:', x') =co8(^', j:)cos(/'>j?)4-cos(4?', r)cos(/', /) 

4- cos(x', z) cos(^', z} 

cos (x'y z') = ac -f-û V -f-fl"c", • 
cos(r' z') =:bc-h yc' -\-b"c\ 

Donc, pour exprimer que les angles des nouveaux axes 
sont droits, il est nécessaire et suffisant de poser les condi- 
tions 

ab-^a^y-ha^b'' = 0, 

(6) { ac -^a'c' -f-fl"c" = o, 

bc ^b'c' -J^b"c" =0; 

de sorte que la solution du problème actuel est fournie 
par les formules (4) , (5) et (6) ; mais, comme cela établit 
six relations entre les neuf constantes, il n'en restera 
plus que TROIS dont on puisse disposer arbitrairement 
pour modifier Téquation d'une surface donnée, tant que 
les axes resteront perpendiculaires entre eux. 

74. Dans le cas de deux systèmes rectangulaires, on a 
quelquefois besoin de résoudre les formules (4) par rap- 
port à x\y\ z*\ il suffit pour cela de les ajouter, i** après 
avoir multiplié la première par a , la deuxième par a', et 
la troisième par a"; tP après les avoir multipliées respecti- 
vement par i, h\ h"\ 3^ par c, c\ c": car ces trois opérations 
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donnent, en ayant égard aux relations (5) et (6), les for- 
mules . 

ex -f- c'y H- c^z = z'. 

On pourrait d'ailleurs établir directement ces formules, 
en regardant j:',j^', z' comme les coordonnées ^rîm/fzVei^ 
rectangulaires, et en se rappelant que chacune d'elles est 
(n^ 72) égale à la somme algébrique des projections des 
trois coordonnées a:, j^, z, sur les divers axes OX', OY', 
OZ'. Sous ce point de viie, on aperçoit qu'il doit exister 
entre les constantes les six relations 



"* _i-^»* — 



(8) a* -hfc» -i-c*=i, a'» -4-fc'»-*-c'» = i, a"* -4-A - -hc" = i 

(9) aa'-hhy'i-cc' = o, aa" -h bb" -i- ce" = o , a'a" -4- fc'*" + cV = o, 

que l'on doit regarder comnM& entièrement équival^ites 
aux conditions (5) et (6)5 car les unes ou les autres ne 
font qu'exprimer, dans un ordre différent, que les six 
angles XO Y, XOZ, YOZ, X'OY', X'OZ', Y'OZ', sont 
tous droits. 

7S. Les équations (7), relatives à deux systèmes d'axes 
rectangulaires, manifestent une propriété remarquable 
que présente la projection d'une droite sur une autre 
droite. En effet, on doit voir, comme au n^ 72, que le 
rayon vecteur OM (^fig* 12), projeté perpendiculairement 
sur OX' considéré comme une ligne quelconque , se réduit 
à la coordonnée OQ^=x': mais les projectiotis de ce 
même rayon vecteur sur les trois axes rectangulaires 
OX, OY, OZ, sont respectivement (n^ 72) les coordon- 
nées x, /, ^^ et puisque l'on a par la première de& 
équations (7), 

x' = xcos(.r, x') -h y cos(/, j:')-f-zcos(z, x'), 



TBANSFORMATION DES COOKI>OMN£E9, etC. 59 

il en résulte que, pour projeter une droite OM = r sur 
une droite quelconque OX', on peut d^ abord projeter r 
sur trois axes rectangulaires y puis projeter de nouv^eau 
ces premières projections sur OX', et ensuite faire la 
somme analytique des résultats. C'est d'ailleurs ce à 
quoi Ton arrive directement , en remarquant que la pro- 
jection cherchée est égale à r. cos (r, x')^ ou bien | d'après 
la formule (la) du 1qP 34, égale à 

r [cos (r', x) COB («', af)H-eo« (r,r) CM («', j) H- co« (r, «) cos (*', «)] : 

or les produits r cos (r, x), r cos (r,y), r cos (r, je) ne 
sont autre chose que les projections de r sur les trois axes 
rectangulaires; et ces produits, se trouvant multipliés par 
les seconds cosinus, deviennent bien les projections sur 
OX' des trois premières projections. 

76. Il nous sera facile maintenant d'exprimer la dis- 
tance de deux points en fonction de leurs coordonnées 
obliques. Commençons par ]a distance OM de l'origine des 
axes à un point M {fig> 12), dont les coordonnées rec- 
tangulaires sont Xy jfj z ^ et les coordonnées obliques 
x\ y\ z' . Nous aurons d'abord (n° 6) 

OM = X* 4- r' -^ *^ 

mais si Ton y substitue les valeurs de or, y, i?, données 
par les équations (4) , et qu'on se rappelle (n® 73) que , 
pour des axes quelconques, on a toujours 

fli-t-«'6' + û"i" = cos(a:', ^'}, 

ac -h a'c' -h a"c" =t cos(x', a'), 

hc -f- h'c' 4- h"c" = cos( j', z'\ 
il viendra 



(10) OM = x'^ -H j'' -+- z*^ -4- ix'y^ co%{x\y') 

+ 2x'«'cos{ar',z')-h3/'z'cos(>'',«'). 



^ 
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77. Observons ici que le rayon vecteur OM est la diago- 
nale d'un parallélipipède oblique j qui aurait pour arêtes 
contiguës x\ y\ z*-^ par conséquent, la formule (10) 
fait connaître la longueur de la diagonale d'un tel so- 
lide , en fonction des arêtes et des angles compris entre 
ces dernières. 

78. A présent, soient M' et M" deux points dont les 
coordonnées obliques seraient x\ y\ z\ et x"^ y'\ z". 
Si, par les deux points donnés, on menait six plans res- 
pectivement parallèles aux plans coordonnés obliques , on 
formerait évidemment un parallélipipède dont la droite 
M' M'' serait la diagonale , et dont les trois arêtes contiguës 
égaleraient x' — x*', y — y\ z' — z" . Par conséquent, 
d'après la remarque du n^ 77 et la formule (10) , on aura 
pour la distance demandée , 



-f-2(x'^x")(j^'-j")cos(a:', r') 
H-2(^' — x")(z' — 2")cos(x', z') ' 

FiG. 16. 79. Les formules propres à passer d^un système obli- 
que à un autre système aussi oblique ^ sont très-rarement 
employées , à cause de leiu'complicsttion ] cependant, pour 
compléter cette théorie , nous allons donner un moyen 
d'y parvenir , en n'employant que des projections ortho- 
gonales. Soit M {fig* 16) un point de l'espace qui , rap- 
porté tour à tour à deux systèmes d'axes obliques OX, 
OY, OZ, et OX', OY', OZ', ait pour coordonnées 

a =MP, jr =PQ, x =0Q, 
z' = MP', 7'==P'Q', x'=:OQ'. 

Par l'origine commune O , élevons perpendiculairement 
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au plan XY une normale ON dirigée du même côté de 
ce plan que le demi-^xe positif OZ, et projetons sur 
cette normale la ligne brisée x+y+'Z : cette projection 
se réduira à celle de MP = z, parce que les deux autres 
coordonnées sont dans le plan XY perpendiculaire à ON ; 
ainsi l'on aura (n° 67) 

ON = z cos(N, z). 

Maintenant, si nous projetons sur la même normale la 
ligne brisée x'4-J''+'^' qui a les mêmes extrémités que la 
précédente , nous aurons encore 

ON = OG -f- GH 4- HN 

= ar'cos(N, x') 4-r'cos(N, /') -J- «' cos(N, z'J, 

formule qui conviendra à toutes les situations, pourvu 
qulon y tienne compte , ainsi que nous Tavons montré au 
n^ 72, des signes des coordonnées et de ceux des cosinus 
des angles compris entre les denu-^ixes positifs et la nor- 
male ON dirigée comme il a été prescrit plus haut. Cela 
posé , en égalant les deux valeurs précédentes de ON , on 
obtiendra l'expression de z en fonction des trois nouvel- 
les coordonnées : mais si l'on élève aussi deux autres 
normales ON', ON'', respectivement perpendiculaires aux 
plans XZ , YZ , et dirigées du même côté que les demi- 
axes positifs OY, OX ; puis, si l'on projette encore sur ces 
nouvelles normales, les deux lignes brisées x + y '+- z 
et x' + ^'+i?', on obtiendra évidemment des résultats 
semblables aux précédents , lesquels fourniront enfin pour 
les formules demandées , 

( ^cosjN, «) =x' cob(N, jr') -h^'cos (N,r')-^-^' C08(N, ^), 

(il) ; rco8(N',r) =x'co8(N', r')-4-r'cos(N',r')-4-«'co8(N', «0» 

[ xcobÇS^x) =a:'co9(N^a:')-Hr'cos(N^^')-f-^'cos(N^5'^ 

80. Les angles qui entrent dans ces équations suppo- 
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sent Tintroduction de normales auxiliaires , distinctes des 
axes anciens et nouveaux ; mais on pourrait y stibstituer 
des angles formés par les données immédiates de la ques- 
tion, en observant que 

cos(N,z)=: sin(z,j:/), cos(N,ar')= sin («a?',^^), 

Toutefois cela aurait l'inconvénient d'exiger l'emploi 
d'angles négatifs dans les seconds membres ^ car on aper- 
cevra aisément que le fajcteur sin (x^xjr)^ par exemple, 
devrait être ajQecté du signe moins, si le demi--axe positif 
OX' tombait du côté opposé à OZ par rapport au plan XY. 
Ainsi il faut mieux garder les formules sous la forme (i i), 
parce que , les angles n'y pouvant varier^que de o à i8o°, 
les cosinus prendront d'eux-mêmes les signes convenables. 

Observons enfin qu'en supposant rectangulaires les 
axes primitifs OX, OY, OZ, les trois normales ON", ON', 
ON viendront coïncider avec ces axes, et les formules 
(i i) feront retomber alors sur les équations (4) du n^72. 

81. Dans toutes les transformations de coordonnées 
qui précèdent, nous avons supposé que l'origine restait 
invariable. Or, si , en déplaçant les axes parallèlement 
à eux-mêmes, on transportait seulement l'origine du 
point O à un autre point O' dont les coordonnées relatives 
à O fussent désignées par a , S , y , il est clair qu'il fau- 
drait employer les formules 

d'où il résulte évidemment que, pour passer d'un système 
d'axesOX, OY,OZ, à un autresystème O'X', O'Y', O'Z', 
dont la direction et l'origine sont différentes , il suffira d'a- 
jouter aux valeurs de x, y, z trouvées pour les divers cas 
précédents , les coordonnées a , 6 , y de la nouvelle origine 
O', comptées parallèlement aux anciens axes. 



»• 
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82. Il importe d'observer que quand on emploiera un 
des systèmes de formules qui précèdent, pour rapporter 
Téquation d'une surface F(x,j^, z) = oàde nouveaux 
axes, l'équation transformée F'(j:',y ,«') = o sera tou- 
jours du même degré n que^Ia première; et l'on sait que 
l'oi^ entend par degré d'une équation, la plus haute 
somme des exposants des trois variables dans un même 
terme. En effet, dans tous ces systèmes, les valeurs de Xj 

j-, ^, étant linéaires par rapport à x\y\ z\ une quan- 
tité telle que x^ deviendra (ax' -\^by + cz' + ayj dont 
les termes sont au plus de la dimension ;i ; et un produit 
xf^. yf. ^''donnera des termes x^\y*f\ z'\ dans lesquels 
p'^q'^r' égalera au plus le degré p^^q+r: donc, 
d'abord , le degré n' de l'équation F' (x\y\ z') ne pourra 
jamais surpasser n. 

D'un autre côté, on ne saurait prétendre que, par des 
réductions de termes, le degré n' soit devenu moindre que 
n. Car, en substituant dans F' (x'^y\ «') = o les valeurs 
de x\y\ z\ tirées des formules qu'on aurait employées 
pour la première transformation , valeurs qui seront en- 
core évidemment linéaires j on doit toujours retomber 
identiquement sur F (x , / , z ) = o ; or , cela exigerait que 
le degré n' pût s'élever jusqu'à n par une transformation 
de coordonnées, ce quiVient d'être démontré impossible ; 
par conséquent, le degré n' restera toujours égal à n. 

C'est ainsi que, comme nous Tavons vu n* 38, l'équa- 
tion du plan est toujours du premier degré, soit que les 
axes se trouvent rectangulaires ou obliques. 

83. Toute section faite dans une surface F (x, y , z) = o 
du degré n^ par un plan quelconque, est une courbe du 
degré n au plus. 

En effet, concevez que cette surface soit rapportée à 
d'autres axes, dont deux, OX' et OY', soient situés dans 
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le plan sécant: alors son équation T?(x' y j'^ z^) = o sera 
encore (n** 82) du degré n ; et comme il suffira évidemment 
d'y poser 5î'=o, pour obtenir la section demandée, le 
résultat ne pourra être d'un degré supérieur à «. Seule- 
ment ce degré sera moindre , si l'hypothèse ;s'=o anéan- 
tit tous les termes de l'ordre le plus élevé. 

84. Pour connaître cette section en vraie grandeur, 
ce qui est utile dans la discussion des surfaces , il ne suffirait 
pas de combiner F (x^ y^ z)=zo avec l'équation du plan 
sécant Aa:+Bj^+Cz+D=o, en éliminant la variable 
z, par exemple •, parce que le résultat f(x^y) = o repré- 
senterait seulement la projection de la courbe demandée , 
projection qui n'est pas ordinairement identique avec 
la section dans l'espace : mais il faut effectuer une trans- 
formation de coordonnées équivalente à la marche indi- 
quée n^ 83 9 et pour laquelle nous allons donner des for- 
mules directes, après avoir déterminé » i^ l'angle (f que 
forme avec OX la trace du plan sécant sur le plan XY; 
2^ l'angle B qui exprime l'inclinaison du plan sécant sur 
je même plan XY. Or, la trace en question étant 

Ax -h Br -h D = o, on aura tang«p = — :^ ; 

et par les formules du n** 56 , on sait que 

C 

ces 6 = — 

V/A» 4- B» -h C* 

j^ic. i5. 85. Cela posé, soient OX, OY, OZ les axes rectangu- 
laires auxquels est rapportée la surface F(a:,j^, ^) = o; 
OAB le plan sécant que nous supposons passer par l'ori- 
gine, et OX' sa trace sur le plan XY. Menons dans ce 
plan sécant une droite OY' perpendiculaire sur OX', et 
cherchons à rapporter à ces deux derniers axes la section 
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faite par le plan OAB dans la surfaoe. Or, pour un point 
M de cette section, on a en même temps 

MP=raj, PQ = r, oq = x, 
MR=^', 0R=:«'; 

puis, si nous tirons la droite RP, elle sera évidemment 
perpendiculaire sur OX', et parallèle à la projection 
orthogonale 0^ de OT' sur le plan XY; de sorte que 
rincUnaison du plan sécant sera mesurée par Tangle 
MRP = Y'OY'=e. Alprs le triangle recUngle MRP 
donnera , 

MP = « rsj'sinô, 

PR =^" = ^'cosÔ; 

mais en considérant le point P, projection de M, comme 
rapporté tour à tour aux deux systèmes de coordonnées 
rectangulaires x=OQj jr^l?Q, etj:'=OR, j^''=PK, 
ou aura entre ces coordonnées les relations connues 

X = x' cosf -H x'^ *inf , 

ce sont les formules ordinaires pour la transformation des 
coordonnées rectangulaires dans un plan \ seulement nous 
avons changé le signe dejr" partout, attendu que, dans la 
figure actuelle, les^" positifs se projettent sur les jr n^a- 
tifs^ Donc, en substituant ici la valeur précédente de j-*, 
on obtiendra enfin pour les coordonnées d'un point com- 
mun à la surface et au jdatai OAB , les expressions 

X =x' coSf 4- x' cosO.sin y, 
(la) ' ^ j^ = x'sinç — j' cosO.cosf , 
z = j^'sin©. 

i oe8fonttuléii,8ubMituéesdansF(jr, j, ^)::=ro,don* 

5 
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connue (*) 

(i5) cosa=: cosÂ sin6sin7 4-cos€cosY» 

Or, ici, on a A = ô, a = XOX', 6=y, y = ^, par consé- 
quent réquation (i S) devient 

a = ces XOX' = 008 G sin (p sio 4^ -H cos^ cos>|^. 

La même sphère serait coupée par Tangle trièdre ONXY' 
suivant un triangle ABD où Ton aurait A =6, a = XOY', 
6 = ^+90®, y = <p; donc, en substituant dans (i5), ou 
bien q^ remplaçant seulement 9 par 90^+9 dans la va-* 



(*) Nous démonlveroBS au chapitre XYIII cette formvle que noua em- 
ployons ici pour abréger; car on pourrait arriTer aux Taleurs de x, ^, 5, 
en fonction de x', y ', e% par une succession de systèmes rectangulaires 
qui, ayant deux à deux un axe commun, n^exlgeraient que remploi des 
fiovmules (i4) relatives à la trausformatioa des coordonnées dans un pian. 
FiG. i3. Ep efltet, si Ton regarde la droite ON comme un axe auxiliaire OX'', et 
que Ton en imagine deux autres OY" et OY*' qui soient les intersections 
des plans XY et X'Y' avec le plan ZOZ', on passera du système primitif 
OX, OY, OZ, au sTBtèmeOX', OY'', OZ, par les formules 

X = x" cos tff-hjr" sin tff, 
yzss.y" cos ^ — • x '' sin ^ ; 

puis, du système OX^, OY'', OZ, on passera au système OX'^, OY'^, 0Z% 
par les relations analogues 

^"=:jr'»C08d-+-«' Siu d, 

z ■=. t* COS d —r*' sin 5; 

enfin , on passera du système OX'', OY"', OZ' au système OX', OY', OZ', 
par le moyen des équations 

x" =x'co8 97 — j^'sinç, 
^'^ =: j' ' cos y -♦- X ' sin y ; 

et ai Ton substitue ces diverses valeurs dans les précédentes, on trouvera 
pour expressions des coordonnées x, j", 5, en fonction de x', ^', «'et 
des angles 0, f, ^, les formules (16} citées dans le texte. 
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leur de a , il viendra 

b = cos XOY' == cosO cos ^ sin 4^ — sin ^ co$ >|*. 

Dç même, l'angle trièdre ONXZ' fournira un triangle 
sphérique ABE oà Ton aura A =90® — 6, a=:XOZ', 
6=90**, y=^^tlonela formule (i 5) donnera 

* 

,c ;= cosXÛZ' = sin 6 sin >|i. 

Maintenant si , dans les Valeurs de a , £ , c , on remplacé tp 
par 9o^+<p9 Taxe OX deviendra OT, et il en résultera* 
immédiatement 

a' z^ cos YOX' = cos 9 sin f cos ^ — oosy sin >|/, 
b' = cosYOY' = COS0 cos^ cos^» -h sin^ cost|/, 
c' == cosYOZ' = sin Ô cos 4». 

Enfin, si Ton considère' Tangle trièdre ONZX', il cou-' 
pera la sphère suivant un triangle sphérique ACP, où Ton 
aura 

A = 90^4-Ô,_ otprZOX', 6 = AC=;:<p, ^ = AF = 90»^ 
donc la formule (i 5) donnera 

a" = cosZQX' = — sine sin^ ; 
et en remplaçant ici 9 par 90** 4-99 on en déduira 

b" =z cosZOY^ = — sine cos<p-, 

d'ailleurs, on a évidemment 

■ . • 

c" = cos ZOZ' = cos e. 

Voilà donc, en fonction des trois angles 9, 9, (j/, les va- 
leurs des neuf coefficients qui entrent dans les formules (4) 
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du n^ 72 ^ et en les y substituant , ces fontuiliés deviendront 

x^z^.x' (cosOsinf SiiBit' + co^f eosil') 
4-7'(cosôcosf sin^l» — sin^ cos>|/) 
•4^ V sînO 9Ui>|P| 

(16) ( j' = <2r'(ciOSd|fo(p€0«>p*^bO8f 811144 

H-z' sinOcostpy 
z =r — x' rifi9 sin f — y* sin4f cos f -f- z ' cos ô. 

l*iG. i-j. 90l ÛMianoiurÉjBS poLiiKBs. On peut enoot« fixer ta 
p06it£oD.d^un point M de T^espace, au moyen des trois va^ 
riables suivantes : i** le rayon vecteur OMoisr^ 2^ Tangle 
Z0M=9 formé par ce rayon avec Taxe positif OZ^ 
3° Fangle POX=:c«> que forme le -^hn méridien ZOM 
avec le plan fixe ZOX. De ces deux angles, le premier 9, 
qui est compris entre deux droites prolongées d^un seul 
côté du pôle 0| pq variera que çle o à i^o^'^^.taiidis que le 
second c») deyr;a varier de q à .360^, pciar que 1^ myon 
vecteur OM puisse atteindre tous les points de Tespace. 
Maintenant , si Ton veut exprimer en fonction de r , d , a> , 
les coordonnées rectangulaires MP = z, PQ =; y, OQ = x^ 
on observera que les triangles rectangles MO P et PO Q 
donnent 

r 

x = OPcosoa, jr =r OPsinto, OP=rrsinô, zr^rcosô; 

d'où l'on conélut 

(l'y) ^ = rsin9co6w, • ^ = rsift6ttiiw, z:=:rcosO. 

91. Nous avons déjà trouva (pP^) poujr les vaJeurs 
de ces coordonnées en fonction du rayon vecteur r et des 
trois angles a , 6 , y , (ju'il forme avec les axes rectangulai- 
res. le« relations 

(18) ' '• .r ±r rcosw, r=rrcosâ, zs^rcoey; 
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ainsi, en comparant les formules (17) et (18), on pourra 
exprimer de la manière suîyante les trois angles a, 6, y, 
en fonction de co et d : 

(19) cosa = sind cosu,* cos6 =r sind sin», 7 = 0. 

Ces relations sont quelquefois nécessaires à employer dans 
la Mécanique, et elles s^accordent bien d'aîUeors avec 
Téquation de condition 

cos' a 4- 008*6 -h cos* 7=1, 

j . * . ■ 

qui doi t toujours subsister (n^ 31) entre <z , 6 et y . 
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V- . .1 ' 



Du centre dans les surfaces queleonaues^ et spéciale- 
ment dans. les si^Jaçefi duseçofid de^é. 



Fus. ,^. 92. On appelle centre d'une surface quelconque uin 
point O tel que toutes les cordes MOM', NON', me- 
nées par ce point , y sont divisées chacune en deux par- 
ties égales. Il faut cependant ajouter que si la droite OM 
coupait la surface en plus de deux points , il suffirait que 
ceux-ci , combinés dans un certain ordre , se trouvassent 
deux à deux à égale distance de O. Cela posé , si Ton con- 
çoit quelia surface soit rapportée à trois axes rectangulai- 
res ou obliques, mais dont V origine soit au centre O, et 
que Ton mène parallèlement à OZ les ordonnées MP et 
M'P' des extrémités d'une corde, on verra aisément, par 
les triangles égaux MOP, M'OP', que ces coordonnées 
sont égales et de signes contraires. H en sera évidemment 
de même pour les x et pour les y des points M , M', et 
aussi pour toute autre corde passant par le centre : d'où il 
suit que sif(x ^y^ z) = o représente l'équation de la sur- 
face rapportée au centre comme origine, cette équation 
devra se trouver vérifiée par une infinité de systèmes de 
valeurs, tels que 



Par conséquent , il faut que V équation f {x^ j , ^ ) = o 
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soit composée de manière qu'elle ne change pas quand 
on change à la foi» les signes des trois- ^variables x^ y^ ^; 
et la rédproqne est ëgalement vraie.. 

93. Lorsque Féqnation /(or, -^^ jc)=p rapportée «i« 
centre est algébrique, c'est-â-<tire qu'elle ne renferme 
aucune fonction transdèndante, Ik condition précédente 
revient évidemment à dire qu^, dans chaque terme, ht 
somme des exposants des variables doit être de m0me 
parité que le degré de V équation. Ainsi , qiund l'équation 
sera d'un degré pair, il faudra qu'il n'y entre que des 
termes dont le degré soit aussi pair^ et quand elle sera 
d'un degré impair, il ne devra y entrer que des termes de 
degré impair, parce que ceux-ci changeront tous de sig^e 
en remplaçant x, J^^z^ par — x, — y^ — -2, ce qui 
n'altérera pas l'équation , attendri que le second membre 
est zéro. On sent bien que, dans ce dernier cas, l'équa- 
tion ne saurait avoir de terme constant i done elle sera 
vérîfiép par Içs valeurs simukané^ a:=o, j^=o, ^=.0, 
et ainsi une des nappes de la surface passera par le. centré. 
Par exemple 9 chacune des équations 

li^Z^ -h BjPT* + Cri r^ Dd^rh E =0^ / c 

représente une surfilée qui admet pour centre' l'orîgitle 
des coordonnées actuelles. • >. .- » 

94. Maintenant, soit F,(a:, j^, z^j^o l'équation aljfé- 
brique d'une sui^face rapportée à. des aj^es quelconques. 
Pour reconnaître si elle admet un centre, il faudra 
tranéporter' simplement les âExes parallèlement 'à*' eiUrf- 
mèmes en un point indéterminé (xi , j^i , >2 1) , en substi- 
tuant dans F (x , j^' , ^) = o les formules (n*' 81) , 



x=;x^ ^jPi, X z= jr' ^ jr^^^ a =2 z' -+- 



'i> 
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pms égsic^ à séro les coeffici^ts de toufi les- teroiies où la 
s^mnie des èXpQsanU ne sera pas de même parité que le 
degré de Véquation^ dl voir A Von peut satiafaû^ à cm 
eondîtioiM par des yaleors réelles el finies de» cOordon- 
née^ <$iu yi-i 4^1, qui aloirs détermiaeroat la nouvelle 
origine pour lé déntre demandé; mais lorsque ne pourra 
sAtisfaire à ces edncUûcbs par de telles valeurs^ la surfaee 
proposée n'admettra point de centre. 

9$r Àppli<pmid oes prindpes aux surfaces du second 
d^ré :qui. sont toutes renfennél^s dspcis Téquation générale 

Ifbus y laisserons les coordonnées quelconques, rectan- 
gulaires ou ohUqiies^ et, pour reconnaître si ces surfaces 
admettent toutes un centre , nous y substituerons 

puis nous égalerons à zéro les 'coefficients des termes de 
degré impair. Alors, en supprimant les accents des nou- 
velles coordonnées , Téqùation résultante deviendra 

(2) Aa?'-+-A^jr'H-A^i'4-2»rt-4-2B'«»'-haB^ay-hK==:o, 

dans laquelle les coefficients des variables sont les mêmes 
qUedaJis (i), et ou,]e terme constant est égal à f {Xx^yx'i ^1)9 
c'est-à-dire que 

4-2Car,-4-2C'/, 4-2iC"2, -h E. 

JÇf'ailleu^., les termes disparus auront douné lies condi- 

(3) Ax. -j-.B'a. 4-B'>.Tf-C =0, 

(4) A>t H- Bzi + B''a?. 4- C = o, 

(5) A"z. -f- Wx, -f- Br. -H C" = o. 



DU centhb n^m i»K» surfaces. 7$ 

dont les premiers membres ne sont autre chose cpie les 
dêri%^ées de la fonction y, relatives kx^ky^kz^ dans les- 
qàelies on aavait rempkcé 5t,y, jb par ^\^-ys^^ js, X*)^ 
et si aloirs^on résout ceftinns «quotifliis du- premier ddgré, 
oïl éa déduira des valelibs de la ibnue; 

datis lesquelles 

N = C(A'A*' — B'} { -h G' (BB' — B'^A'') +C"(BB" .-^ B'A'), 
N'=:C'(AA''— B") +C"(B'B''--BA) H-C(BB' — B-A'i 
N".=:C''(AA<— »''»)-+-G(BB":-.B'A')H--C(B'B"— .»A). 

96. Cela posé, lorsque Téquation donnée (i) rendra le 



f • 



{^) On peut s'as8U]r.er 4)ue^ daoatoiitQ fonction rationnelle et ei^ti^a 
F (x^ .x? '^)> ^^ termes du premier ordre en x, ^^ 2, après qu^on y aura 
substitué xH-x, , ^H-j^j, if4^'«^, auront toajourfc fiiour coeffièlenls W 
dérÎTées de F; cftr> si T^a eSéclise céit^ fiiMiit«itk>Qid«»a Tonlaîe xj -V x, 
rA-HsT» «,-+-«, la formule de Tajrlor donnera pour la fonjotion y^i^e 



. ... . d\W X* ... 4.'y / 

dxj 2 <ir, <(r, 



« « 



• • I 



4_-- . ^ _ 



• k- 



Ou voit àus^ que le terme indépendant des variables est F (x ^^ pr^y zX et^ 
que la dernière ligne reproduira tous les fermes dé l'ordre n le plus élevé,' 
<^l >«ntltii6tff dakis F(x, y^ a); niafs ^^mk d^cto èr4re itifSHeiM^ a» trod-' 
vev^ift a;ug-aiaiiiéadej»ou?ell«fi'quautUé8 ^ui b^ofaUaiidvQQt {kar li^^mute.. 
précédeni^. D'à illeur^ , pour (|ue la surface F (x, y^ z) adniette un centre, 
il faudra pouvoir égaler à zéro toutes les dérivées J'orfcf/cf impair ou d'ordre 
pair, setoR que le' degVé de cette surface sera pair -on ihkpëiri -, - ' > 
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polynôme D ^o, les valeurs précédentes de Xj, jj, Z| 

qui sont toujours réelles, se trouveront ^?i/e5; par consé- 
quent y la surface admettra un centre unique dont la posi- 
tion sera déternlinée par les coordonnées Jt 1 , y 1 , ^ ^ de la 
nouvelle origine, pour laqudle Téquation de la surface 
prendra la forme (2). 

Si Féquation (i) rend le polynôme D = o, et que les 
trois numérateurs N , N', N" ne soient pas nuls à la fois , 
une au moins des coordonnées du centre deviendra infi- 
nie^ ce qui signifie que, dans ce cas, la surface sera dé- 
pourvue de centre. 

Enfin , si en même temps que D =± o , les trois numéra- 
teurs N, N', N" sont tous nuls, la surface admettra une 
infinité de centres, puisque alojs les équations (3) , (4) , 
(5) se réduiront à une ou à deux équations vraiment dis- 
tinctes, ce qui permettra d'y satisfaire par une infinité de 
valeurs de ^1 ,^1 , Zi : mais ce cas présente deux varié- 
tés qu^il faut examiner séparément. 

97. Lorsque le système (3), (4)9 (S) se réduira à deux 

équations distinctes, ce qu'on reconnaîtra en voyant si 

les valeurs de a:i,j^i, tirées de (3) et (4), par exemple, 

vérifient (S) , quel que soit z 1 , on en conclura qu'il existe 

FiG. 17 une infinité de centres, situés tous sur la droite EF 

his 

représentée par (3) et (4) 5 et , dans ce cas, la surface sera 
nécessairement un cylindre à base elliptique ou hyperbo- 
lique. En effet, tous les plans menés par EF couperont la 
surface suivant des lignes du second degré (n^ 83) qui de- 
vront évidemment admettre pour centres tous les- points 
O', 0\..» de £F^ donc chacune de ces sections ne pourra 
être que le système de deux droites parallèles k EF: 
ainsi la surface proposée se trouvera le lieu de diverses 
droites parallèles entre elles , c est-à-dire qu'elle sera cy- 



DtJ CENTRE DAHS LES SURFACES. '^7 • 

Hndrique. J'ajoute que ce cylindre aura nécessairement 
une base elliptique ou hyperbolique; oar , si on le coupait 
par un plan GO' H perpendiculaire à EF, oïl devrait 
trouver pour section une courlie du second degré cpii ad* 
mît pour centre le point O'. 

98. Quand les équations (3), (4)^ (5) se néduirontà 
une seule, ce qu'on reconnaîtra eh voyant si la valeur de 
Xi tirée de (3), par exemple, vérifie (4) et (5) quels que 
soient ^1 et^i, on en conclura qu'il existe encore une in- 
finité de centres situés tous dans le plan GO' F déter- 
miné par Téquation (3) \ et alors la surface proposée ne 
sera autre chose que le système de deux plans parallèles à 
GO'F. En effet, si Ton trace dans ce dernier plan deux 
droites EF et GH , on prouvera , comme ci-dessus (n° 97) , 
que la surface est un cylindre parallèle i £F. Mais ensuite 
un plan sécant mené par GH perpendiculairement au pre- 
mier, devra donner une courbe qui ait pour centre tous 
les points de GH5 c'est-à-dire que cette section, base du 
cylindre , sera le système de deux droites parallèles à GH , 
et par conséquent le cylindre lui-même se réduira à deux 
plans parallèles à celui des centres. Dans ce cas , l'équa- 
tion (i) devrait pouvoir se décomposer en deux facteurs 
rationnels du premier degré. 

99. On voit, par cette discussion, que les surfaces du 
second degré peuvent être rangées en trois classes : la pre- 
mière comprend les surfaces qui ont un centre unique; 
la deuxième , les surfaces dépoujvues de centre; et la troi- 
sième se compose de cylindres qui admettent une infinité 
de centres , situés tous sur un axe central on sur un plan 
central. Mais comme ces cylindres se trouveront compris , 
ainsi qu'on le verra par la suite, dans les équations des 
surfaces douées d'un centre , on peut borner l'énoncé gé- 
néral aux deux premières classes. 



1 
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Toutefok, puisque la considération du centre, qui se* 
ndt propre à simplifier Téquatioii générale (i) et à en 
rendre la discussion plus facâle, n'est point applicable i 
tontes leB »irfaee» du second ordre , nous allons emjdo^fier, 
pour réduire cette équation, une autre propriété qui 
aura Tarantage d'être commune k toutes ces surfaces: 
c^est eeUe des ^ns diamétramr. 



PLA1I9 MAMiTmAUX. ^ *J^ 



!■■ » > I « K 



i I I M f I ■ I i II I ■ < I !»■ Il I ^ « I ■« « I 4 I I I » I «S '' j « > J 



CHAPITRE VI. 

Z^eif Plans diamétraux j et réduction de l'équation 
générale du^eeond degré aux deux formes les pluf 
simples. 



100. Dans une surface quelconque F (x, ^, z)ts^o^ ni, 
Ton mène une &ui|e de cordes parallèles toutes à une direc- 
tion donnée , et que Ton prenne les milieux de ces droites^ 
le lieu géométrique de tous ces points formera ce qu'on 
(appelle une surface éfiamétrule de la première . EUe aurait 
plusieurs nappes, si chacune des. droites paraUèl^ aviât 
plus de deux points communs avec la surface proposée^ et 
comme le nombre de ces points d'intersection, réels ou 
imagiiiaires, égalera toujours le degré n de Téquation 
^ ('^y y 'i ^)?=^o, leurs combinaisons ^^saix à deux for- 
meront sur une même droite indéfinie , ^ ^ cordes 

différentes dont les milieux seront en même nombre: par 
conséquent, la surface diamétrale pouvant être rencon- 
trée par cette droite indéfinie dans— ^ ^.p<nnts, aura 

une éqnatiottqui'se trouvera dn degré -^ (*)• 



<<^) Ces oonsidétatimift «t Teaploi fort otiled^un f^lan diamétral pouif 
simplifier imm^ft^temeut réqpation i^éiu^ràJe du ç^cond degré , sofit $du8 
à M. J. Binet. (Voyez la Correspondance sur l'École Polytechnique, vol. Il, 

■) 
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Pour les surfaces du second ordre, où /2=: 2, les sur^ 
faces diamétrales ne peuvent être que des plans. 

101. Lorsqu'une surface quelconque F(x, y^ z)z=zo 
admet un plan diamétral, c'est-ànlire qui passe par 
les milieux de toutes les cordes parallèles à une certaine 
directi6n^ si Ton rapporte cette surface à trois axes 
dont deux soient quelconques , mais situés dans le plan 
diamétral, et dont le troisième OZ soit parallèle aux 
cordes conjuguées ai^ecceplan, alors Tëquation nouvelle 
f(x, y^ z) =;=o de cette surface devra évidemment , pour 
chaque système de valeurs simultanées x = a ety=£, 
fournir des valeurs de z qui soient deuEx à deux égales et 
de signes contraires. Donc cette équatiiini, supposée algé^ 
brique, deura ne cont&iir que des puissances paires de 
la variable % ; ce qui n'exclut pas les termes constants 
ou indépendants de z , comme dans 

Aï* -h B/a* 4- Car* 4- Dr -h E = o. 

Réciproquement, toutes les fois qu'une équation ne 
renfermera que des puissances paires d'une des variables, 
z par exemple , on pourra affirmer que le plan des xy est 
diamétral et conjugué avec les cordes parallèles à l'axe 
des z, 

102. Trois plans diamétraux sont dits comiugués entre 
eux, lorsque chacun coupe en deux parties égales les 
cordes qui sont parallèles à Vintersection des deux au- 
tres plans ^ alors on prouvera, comme ci-dessus, que 
quand une surface admet trois . plans de ce genre , et 
qu'on les choisit pour plans coordonnés, l'équation 
f{x^y<f ^) = o, supposée algébrique, doit ne contenir 
que des puissances paires de chacune des trois variables. 

103i Comme les plans diamétraux, isolés ou conju^ 
gués , sont en général obliques relativement aux cordes 
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quHls coupent par leurs ihîJieux , nous donnerons Iç nom 
particulier de plan principal à un plan qui se trouverait \ 

eh même temps diamétral et perpendiculaire à ses cordes 
conjuguées. 

404. Nous appellerons aussi diamètre d'une surface, 
toute droite qui sera l'intersection de deux plans diamé- 
traux *, et si ces deux plans étaient principaux, leur inter- 
section deviendrait un diamètre principal on un axe de la 
surface. Cette définition des diamètres aura l'avantage de 
s'appliquer même aux surfaces dépourvues de centre. 

Enfin , on donne le nom de sommets aux points où 
une surface rencontre quelqu'un de ses axes. 

Cela posé, pour réduire l'équation générale des sur- 
faces du second degré à une forme simple , qui embrasse 
néanmoins toutes les surfaces de cet ordre , et qui con^ 
serv'e les coordonnées rectangulaires avec lesquelles on 
aperçoit bien mieux les points et les lignes remarquables, 
nous allons démontrer que, dans toutes ces surfaces, il 
existe au moins un plan principal. 

105. Cherchons d'abord le plan diamétral qui serait 
conjugué avec un système de cordes parallèles, dont la 
direction est fixée par les angles a , 6 , y, qu'elles forment 
avec trois axes rectangulaires quelconques. La surface, 
rapportée à ces mêmes axes , aura pour équation la plus 
générale , 

et une des cordes du système donné sera représentée par 
(2) xz=zmz-^py f==nz-hq9 

* 1 ^«^^ CCS a ces 6 . « orwN 1 

ou les quanutes m = , n = (n° 30), seront les 

■* CO87 C0S7 ^ '^ 
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mêmes pour toutes les cordes en question, tandis que p 
y et g varieront d'une corde à une autre. Pour avoir les 

points où la droite (2) rencontre la surface ^, je substi- 
tue dans (i) les coordonnées x^ y de cette droite, et il 
est clair, sans effectuer les calculs, que j'arriverai à un 
résultat de la forme 

(3) Rz* -4- S« -h T = o, 

équation dont les racines seraient les ordonnées des deux 
extrémités de la corde. Mais l'ordonnée z^ du milieu de 
cette corde étant, comme on sait, égale à la demi-somme des 

ordonnées extrêmes . on aura évidemment -z* =^ ^ -ït ; ce 

qui revient à dire que l'ordonnée du milieu de la corde 
sera fournie par Y équation dénuée de (3), savoir: 

(4) 2iu-hS = o. 

Or, on pçut former cette dernière sans effectuer les sub- 
stitutions qui auraient conduit à (3) ; il suffit de différent 
tier (*) la fonction 4>, en y regardant x et y comme te- 

{*) Si Ton ne neui pas employer ici le enteiU différentiel, qui Mpen- 
dant ^vite une «iibstitution et une élimination un peu longues, il n^y a 
qu^à remplacer effectivement dans (i) les coordonnées j: et ^ par leurs 
▼aleurs tirées de (3), et Ton trouvera , pour Téqualion (3), le résultat 
suivant : 

«« ( Am' + A V -+- A" 4- 2B/H- 2B 'm H- aB "mn) i 

-ha»(Aiii^-+- A'n^H-B9-f-|B>-HB''m9H-BV-*-CmH-C'fH-C'')î =o. 
-t- A;»'-h AV-+-aB V^ -h aC^-HaC^ H-E J 

Cette équation aurait pour racines les ordonnées des deux extrémités de 
la corde; mais Pordonnée z^ du point milieu devant être la demi-somme 
de cellies-là, on peut, sans résoudre l'équation précédente, en conclure 
immédiatement que 

_ ^(AwH-B'-i-B^^«)-hy(A^n + B-^B'^m)-f-Cm-H-Cn-hC^ 
'»■*" Am*-+-AVH-A''-+-3Bn-h2B'm-J-aB''m« 

D'ailleurs, les trois coordonnées x, , j^, , ;f^ de ce point milieu, devant 
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iMnt la place de leurs yaleurs, c'est-à-dire comme des 
fonctions de jz déterminées par les relations 

[7.) xz=zmz-\-pf jr^nz-hg- 

Ainsi , d'après la règle qui sert à difFérentier les^nchbri^ 
de fonctions, on formera Téquation 

d^ dx d<^ dy d^ 

dx* dz df'dz dz * 

ou bien , 

,^. d^ d^ d^ 

laquelle équivaudra à Téquation (4); et alors le sys- 
tème (5) et (2) donnera les trois coordonnées x^ j^z^ du 
milieu de la corde en question. Cela posé , pour obtenir la 
surface diamétrale , lieu géométrique des milieux de 
toutes les cordes parallèles, il faudrait évidemment éli- 
miner de ce système les constantes p et q^ qui seules 



▼éfifiop lei équations (a) de la oorde , on aura encore 

de sorte que si, entre les trois dernières équations, on élimine p et ^y 
qui seules distinguent une corde du système donne d^ivec une autre corde 
de ce même système , on obtiendra Péquation de la surface diamétrale 
cherchée. Or, en substituant p=^x^ — mt^ , ^ ^^y\ — n^i > dans la valeur 
de #1, on tromve, après quelques réductions, 

(Aiii-HB^ii-+-B')*i-*-(A'»i-+-B«'m^B)r.H-(A*-f.Bii-»-B'iii)ir, i _ 

résultat qui coïncide arec ^équation (7) du teite. 

Il ait hou d^obiArTer ici que réqo«kîon 4u plan diamétral (7) eonser* 
verait la même forme, quand bien même la surface (1) serait rapportée à 
des axes obliques; seulement les constantes m et n changeraient alors de 
signification géométrique (no 16). ' f^ 

^ 6. 



84 CHAPITRK VI. 

varient d'une corde h une autre ; mais Téquation (5) ne 
renferme pas explicitement ces constantes : elles n'y en- 
treraient qu^autant qu'on aurait substitué dans (i) les va- 
leurs de a: et ^ tirées de (2). Donc, puisque nous avons 
évité cette substitution, l'équation (5) elle-même repré- 
sente la surface diamétrale cherchée, et Ton reconnaît 
que cette surface est un plan, car en eflfectuant les déri- 
vées qui sont indiquées dans (5), il vient 

( m(A*-hB'«-+-B'>-hC)-Hn(A'r-hB»-hB"x-HC')) ^ 

^^ \ -t- {^''s -f- Bj -f- B'* -+-cr ) **' 

OU bien , en ordonnant par rapport aux variables, 



C7) 



i (Am-+-B'-+-B''n)a:-+-(A'n-hB + B''iw)r-h(A"-+-Bn-f.B'TO)i> __ 
I -hCm-f-C'n-hC" \~^' 



Dans cette équation du plan diamétral j il est utile de 
remarquer que le coefBcient de la v'ariable x est la déri- 
vée relative à x des termes du second ordre qui entrent 
dans 4>, dérivée où l'on doit ensuite remplacer x, «j^, z 
par m , n et i . Une composition analogue a lieu pour les 
coefficients de j^ et de ^; et l'on pourrait d'ailleurs rendre 
toutes les formules précédentes complètement symétri- 
ques, quoique plus longues à écrire, en y introduisant 

, , cosa ces 6 

les valeurs m = , n = . 

C0S7 ces 7 

106. n résulte de ce qui précède, que, pour tout sys- 
tème de cordes parallèles dont la direction est définie par 
les angles ce , 6 , y^ ou par les constantes /n et n , il existe 
un plan diamétral, puisque les coefficients de Xy y, z, 
dans l'équation (7), sont réels. A la vérité, ce plan se 
trouverait à une distance infinie si les coefficients des 



PLANS DIAMÉTRAUX. 85 

rection des cordes était telle qu'on eût à la fois 

Aiw -h B' 4- B''/ï = o, 
A'/i -h B + B"/?/= o, 

A" -h B«H- B'w = o; 

mais pour que ces trois équations , qui ne renferment 
que deux inconnues, puissent s'accorder, on verra aisé- 
ment que la condition D = o (n** 96) doit être satisfaite. 
Ainsi , la circonstance d'un plan diamétral situé à Finfini 
ne peut se rencontrer que dans les surfaces dépourvues 
de centre^ toutefois, nous aurons égard, dans la suite, à 
cette restriction. 

107. Réciproquement, étant donné un plan 

Rjf 4- Sj -^ z := o , 

on peut trouver la direction des cordes qui sont conju- 
guées avec un plan parallèle au premier ; car ce nouveau 
plan 

Ra?-+-Sjr-h2-f-T = o 

étant identifié avec (7), on aura pour déterminer m et « , 
les conditions suivantes 

_ Àwî-f-B'4-B"/î ___ AV/-+-B4-B''w 

A"4-B«+ B'w' ~ A' -4-Brt-^B'm' 

mais ensuite il faudra adopter pour T la valeur 



T = 



A" -h B/H- B '/w * 



108. On doit observer que tout plan diamétral passe 
par le centre , ou en général par le lieu des centres \ car 
Téquation de ce plan, écrite sous la forme (6), estévi- 
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demment satisfaite quand on y substitue les coordonnées 
du centre, fournies par les équations (3), (4), (5) du 
n** 95; et Ton pouvait d'ailleurs prévoir cette circon- 
stance, d'après la définition même du centre. 

109. Cherchons maintenant si, parmi tous les plans 
diamétraux qu'admet la surface ^ , il y en a un qui soit 
principal (pP 103). Pour cela, il faut ne plus se donner 
arbitrairement les angles a , S , y , ou les coefficients m e t /i , 
mais les choisir tels que le plan diamétral (7) se trouve 
perpendiculaire à la corde (2). Ainsi Ton doit satisfaire 
(n^ 47) ai|x deux conditions 



«, 



(«^ A-H-B/H-B'/n*''^* ^9i Â^B/H-B'm^"' 

desquelles on pourrait déduire , par Télimination de m , 
i^ie équation du Mt>isième degré aeuletnent, qui admel^ 
trait toujours pour n une valeur réelle : mais o» arrive à 
un résultat plus symétrique, et qui nous sera d'ailleurs 
utile plus tard, en introduisant ime inconnue auxiliaire s 
déterminée par la relation 

5 = A" H- B/î -h B'/w ; 

alors les équations (8) et (9) se trouvercmt remplacées par 
les trois vivantes, qui sont du premier degré en m et n, 

(10) Aiw -h B' -h B"/i = /iw, 

(11) A'Ti-f-B 4-B"m = /ïj, 
(la) A" H-B/H-B'm=*. 

Or, des deux premières (10) et (i i) on tire 

(la) /»E(^-^A)(4^^A')--B*'^3 = B'(j — AO-f-M^ 
(i4) «[(;f--A)(j^A')-.B««) = B (* — A) -l-B'B''; 



i 
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et en substitnam dans (12) ces valeurs de m et de n, il 
yient 

ri5^ i (*~A)(i-A')(i-A'')-B'(.-A)-B'»(5-A') ) _ 

OU bien , en développant , 

^'^^ I -+-(AB* + A'B'«-4-A''B''«-AA'A»-2BB'B'' } ^^^ 

Cette équation ('*') étant d'un degré impair^ «dmetCi^a tou^ 



(*} Comme elle sera nécessaire à citer plus fard , nous ferons obsenrer 
ici qti« lé term0 eomia est pvétiiém«iit te dénoMkinatenr D des coordon- 
nées du centre (n* d^ : \é eoefficieiil> de «' est Cteile à i«ten|r; et t^OÊml 
au coefficient de s^ il se compose de la somme des trois binômes 

B^'-AA', B'^-AA", B»-A'A% 

qui sont aottlegues à (* ^ ^ac diattiB KM eonrbes du second deg^, et qui 
sevTîraient à indiquer le genre des» sections faites dans le surface (1) par 
les plana coordonnés x = o, r =z o> or = o, on par des plans parallèles à 
ceux-ci. 

D'ailfenirti nou6 Terrons plus loin {ifi i 17) que Pé^uafion (16) a totN 
joufs sea trois racines réelles; maïs M. Ctfud^ a donné de cette ]Ho^o- 
aition une démonstration directe et ingénieuse. Pour cela, il écrit Féqua- 
tion (i5) sous la forme 

(i5> (i-A)L(j-A'} (j-A'')-B«]-[B'*(i-A')-hB»«(i-A''>+-2BB'B'']=o, 

puis il remarque que, dans le cas particulier où Ton aurait B' = o et 
B'' = o, les trois racines seraient 

alors, rerenant au cas général, il fait, dans (i5), les hypothèses sui- 
vantes : 

« = 00 qui donne +, 

s = a -, — , 

s = h -H, 

s =— 00 .— . 

Ainsi , puisque ces résultats soni altwnatireineoi positifs et négatifs , lea 
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jours une racine réelle , à laquelle correspondront dans 
(i3) et (i4) des valeurs réelles pour met n-^ par consé- 
quent , dans toute surface du second degré, il existe au 
moins un plan principal^ et il peut y avoir au plus trois 
plans de ce genre, à moins qu'il n'y en ait une infinité, 
ce qui arriverait si la forme particulière de la surface ren- 
dait quelqu'une des équations (lo), (11)9 (12) identique 
avec les autres; mais nous reviendrons plus tai*d (n^ 118) 
sur cette djâcmssion. 

110. Toutefois, il importe d'observer que la racine 
réelle de l'équation (16) prouve bien l'existence d^un 
système de cordes principales, c'est-à-dire qui sont cou- 
pées à angle droit par leur plan diamétral ; mais elle n'ap- 
prend rien sur la position absolue de ce plan , qui pourrait 
se trouver à une distance infinie (n° 106) , et dans ce cas 
ne saurait être employé comme plan coordonné. C'est 
pourquoi nous allons appuyer les transformations suivan- 
tes , non sur le plan principal lui-même , mais sur le sys- 
tème de cordes principales dont la réalité est certaine. 

111. Concevons que la surface générale 4> du n*^ 105 
est rapportée à trois axes rectangulaires dont l'un, OZ,soit 
pris parallèle à ces cordes principales ; il faudra qu'alors 
les équations (10) , (i i), (12) se trouvent vérifiées par les 



trois racines de Téquation sont toutes réelles y et généralement inégales. 
Pour manifester clairement le signe du résultat de l{ji substitution s = ay 
il faut remarquer que les quantités a — A', a — A", sont essentielle- 
ment positives, et peuvent être représentées par h* et k*; d^ailleurs, on 
a évidemment B* = (a — A'^) (a — A'') = MV; de sorte que l'équa- 
tion (i5) se réduit pour 5 = a, à la forme d'un carré négatif 

_ ( B'»&* ■+■ B"* ik» dt 3 B'h!' hk)^ 

Au contraire, quand on pose 5 = 6, les quantités b — A', b — A", sont 
de la forme — A', — A', et l'on a encore B' = A' k* ; donc l'équation (i5) 
donne alors un résultat nécessairement positif. 
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hypothèses « = 90°, 6 = 90°, et 7 = 0, ou bien par les 

valeurs 

cos a ces 6 

m ■= =0, n zzz .— rr o. 

COS7 COS7 

Or, cela entraîne évidemment les conditions B'=o 
etB= 6-, d*oii il résulte que, pour de tels axes, l'équation 
de la surface du second degré sera toujours débarrassée 
de deux des trois rectangles, et prendra la forme 

(17) Ax«-i-A>«H-AV-+-aB''ar-i-2Cr-HaC>-i-aC''«H-E = o.' 

Par conséquent, tous les genres de surfaces du second or- 
dre sont renfermés sans exception dans cette équation; 
mais elle peut encore être réduite. En eflfet, si , sans dé- 
placer l'axe OZ, on fait tourner dans leur plan les axes 
OX et OY, en les laissant rectangulaires, par les formu- 
les connues 

x = a:'cos&) — j'sinwj 

X^ x^ sin w -h /' cos w, 

on pourra faire disparaître le rectangle xy^^ puisqu'on 
arrive , comme dans l'équation à deux variables , à la con- 
dition 

asinoj cosw (A' — A) -h 2B'' (cos' w — sin'w) = o, 
d'où 

tang2w = ^— -^. 

Cette valeur, qui est réelle et toujours admissible, même 
quand A 52= A', prouve que l'équation (17) peut toujours 
être ramenée à la forme 

(18) Px^-hPy + P'V — Qx~Q> — Q''z + E = o, 

laquelle renferme encore toutes les surfaces du second de- 
gré , et où P, P', P", Q , . . . peuvent avoir des signes et 
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des valetirs numériques quelconques \ mais iei Ta eommen* 
cer la séparation des diverses classes. 

112. Si les trois coefficients P, P', P" sont tous diffé- 
rents de zéro, il sera toujours possible de faire évanouir 
les premières puissances des variables; car, en transpor- 
tant les axes actuels parallèlement à eux-mêmes , par les 
formules a: = a:'H-a, j'=y+b^ z^z^r-^c, on trouve 
les conditions 

2flP — Q = o, 2^P' — Q' = o, 2cP"— Q" = o, 

auxquelles oû peut satisfaire par des valeurs^ue^ de a, 
byC, tant qu'aucun des ooefficients P , P', P" ne se trouve 
nul. Ainsi, dans ce cas, Téquation (18) se ramènera à la 
forme 

(19) PiB» -f- py 4- p V = H, 

qui comprend une première classe de surfaces du second 
degré. 

113. Si un seul des trois coefficients Ses carrés se trouve 
nul, par exemple, P=io, et le coefficient correspon- 
dant Q^o, on ne pourra plus faire disparaître le terme 

Qxy puisque la valeur précédente de a serait infinie ^ mais, 
en place, on pourra faire évanouir le terme constant, et 
réduire Féquation (18) à cette forme 

(20) Py-hP'V=:Qx, 

qui présente une deuxième classe de surfaces du second 
ordre. 

114. Lorsque , dans Féquation (18), on a à la fois P= o 
et Q=o, sans qu'il manque aucun des deux autres car- 
rés, alors cette équation se réduit d'elle-même à 

py -4- PV — Q> — QÎ2 4- E = o; 
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et fx>ixioie elle ne renferme que deux variables, elle ap- 
partient nécessairement (n*^ S)kun cylindre perpendicu- 
laire au plan des j^z, et dont la base sera évidemment une 
ellipse ou ww hyperbole. Or, il sera toujours possible 
de rapporter cette courbe à son centre ^ ou de ramener 
Téquation précédente à la forme 



et puisque cette dernière se déduirait de Téquation (19) 
en y posant P = o , nous pourrons regarder les cylin- 
dres elliptiques ou hyperboliques ^ comme un genre par- 
ticulier qui sera compris dans la première classe générale 
représentée par Téquation (19)9 en sous-entendant que, 
dans celle-ci , quelqu^un des coefficients peut être nul. 

113. Enfin , si dans Féquation (i 8) on a en même temps 
P = o et P'= o , il restera 

Or, cette surface étant coupée par dss plans parallèles à 
XY, tels que ^:s=&, z = A', . . *, donnera toujours des 
droites parallèles entre elles : donc c'est un cylindre paral- 
lèle au plan X Y , et à base parabolique^ puifiqu'enposant 
j= o , on obtient une parabole. A la vérité , les arêtes de 
ce cylindre sont obliques sur cette base : mais, en coupant 
la surface par un plan ZOX' perpendiculaire à ses géné-> 
ratrices , on aurait encore évidemment une parabole \ t\ 
Féquation de ce cylindre rapportée au plan de cette section 
droite, se réduirait (n*" 8) à celle de sa nouvelle base , que 
Ton sait pouvoir être ramenée à • 

i>»nc , puisque cette équation peut être déduite de (20) 
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en y posant P '= o , ce genre particulier de surfaces ren- 
tre dans la seconde classe. 

116. Nous n'examinerons pas l'hypothèse où P, P' et 
P" seraient nuls à la fois ; car il est impossible (n® 82) que 
l'équation (17) s'abaisse au premier degré par des trans- 
formations de coordonnées. 

117. D résulte de cette discussion, que toutes les sur- 
faces du second ordre , avec leurs variétés , sont comprises 
dans les deux classes représentées par les équations à coor- 
données rectangulaires 

(19) Px' 4. py -h p "z-" =^ H , 

(20) py -+- P'v = Qx. 

Les surfaces de la première classe ont évidemment un 
centre qui est l'origine des coordonnées actuelles (n** 93) , 
puisque la somme des exposants des variables est paire 
dans chaque terme , comme le degré de l'équation. Elles 
admettent aussi trois plans principaux conjugués entre 
eux (n°' 102 et 103), qui sont les plans coordonnés rec- 
tangulaires auxquels elles se trouvent rapportées mainte- 
nant 5 car chaque variable n'entre qu'à des puissances pai- 
res dans l'équation (19). D'où Ton doit conclure que , pour 
ces surfaces, l'équation (16) a ses trois racines réelles. 

Quant aux surfaces de la secondé classe , elles n admet- 
tent point de centre j puisqu'en transportant l'origine 
(n" 94) on ne pourrait jamais faire disparaître le terme 
Qor, dont le degré n'est pas de même parité que celui de 
l'équation (20). Parmi les plans coordonnés actuels, ceux 
des (Xj y) et des (a:, z) seulement sont diamétraux et 
•principaux, attendu que les variables z ely n'entrent 
chacime qu'à des puissances paires ; d'où l'on conclut qu'il 
existe ici au moins deux systèmes de cordes principales, 
qui sont parallèles à l'axe des z et à l'axe desj^ 5 et par 
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suite 9 le troisième système , déterminé avec les autres par 
Técpiation (i6), doit être aussi réel: mais le plan prin- 
cipal correspondant se trouve à une distance infinie, 
comme nous allons le voir. 

D^ailleurs, par cette discussion, il est prouvé que, dans 
tous les cas , V équation (i6) du n^ 109 a ses trois racines 
réelles. 

ii8. Il suffirait sans doute, pour étudier les surfaces du se- 
cond ordre, de les avoir renfermées toutes, avec leurs variétés, 
dans les équations (19) et (20); mais, si Ton veut compléter la 
discussion des cordes et des plans principaux, il n'y a qu'à re- 
prendre la méthode générale du n° 109, en l'appliquant à l'é* 
quation plus simple 

(18) Vx" -h Py -+- P'V — Qx — Q> — Q' z -i- E = o, 

laquelle comprend sans exception toutes les surfaces du second 
ordre (n^ ili). En cherchant d'abord le plan diamétral conju> 
gué avec les cordes parallèles à la droite quelconque 

, . cosa cos6 

(21) x^=:mz-=z .2: y ^ /iz = .z, 

^ ' COS7 cosy 

on trouvera , par la formule générale (5), 

(aa) (2Px — Q)cosa-h{2P'r — Q')co86-h(aP''«-Q'')coB-/ = o. 

Ensuite, pour que ce plan et la corde (21) soient perpendicu- 
laires entre eux , il faudra (n^ 48) satisfaire aux trois condi- 
tions (*) 

P cos a . cos «y = P'' cos a . cos 7, 
(23) \ P'cos6.cos7 = P"cos6.cos7, 

P cosa. cos 6 = P' cos €. cos a. 



(*) Ordinairement on exprime seulement que deux des projections de 
la droite sont perpendiculaires aux traces du plan^ mais il faut alors, 
suivant la remarque faite au \\^ 46, éviter de prendre deux plans pro- 



94 CHAPITRE Vt. 

lesquelles ne peuvent être vérifiées à la fois, quand P, P% F'' 
sont inégaux , que par Tun des systèmes de valeurs qui sui- 
vent : 

cos a ^ o avec cos 6 = o , 

(24) l cosa = o cosy = o, 

cos 6 = COS7 = o. 

Or ces valeurs prouvent, i^ qu'il existe trois systèmes de 
cordes principales, toujours réels, e% perpendiculaires entre eux, 
puisqu'ils sont parallèles aux trois axes rectangulaires OX» OT, 
OZ, qui ont ramené l'équation du second ordre à la forme (18); 
et qu'il n'y a Jamais plus de trois systèmes de ee genre, tant que 
P, P% P'' sont inégaux; 

2^. Que les plans principaux conjugués a^ ces trois sys- 
tèmes de cordes , et déduits de l'équation (22), sont : 

(25) 2P''Z — Q" = o, 

(26) 2P> — Q'=o, 

(27) 2Px — Q =0; 

mais le dernier sera situé à une distance infinie 07=:--^, si 

2P 

P = o, ce qui arrive dans les surfaces de la forme (20). Gela 
vient évidemment de ce que les cordes parallèles à OX ne ren- 
contrent plus la surface qu'en un seul point , et se prolongent 
indéfiniment dans l'autre sens. 

&I9. Si l'on avait à la fois P = o et Q = o, ce plan princi- 
pal (27), perpendiculaire à OX , se trouverait à une distance in- 
déterminée. En effet, la surface devient alors (n** 114) un cy- 
lindre elliptique ou hyperbolique y et les cordes parallèles à OX, 
ou bien à l'axe du cylindre , se prolongeant indéfiniment dans 



jetants qui coïncident. Or, comme cette circonstance arrlyeraît fréquem- 
ment ici , où les cordes cherchées vont se trouver paraHèles à un des axes 
coordonnés , il est plus simple de poser immédiatement les trois condi- 
tions, dont une sera toujours comprise dans les deux autres. 
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ks deux sens 9 leurs milieux peuvent être pris ^ volonté $ur 
tout plan perpendiculaire à leur direction commune. 

ISO. Maintenant, supposons que deux des coefficients P, F% 
P'' soient égaux, par exemple, P = P'. Alors on satisfera aux 
conditions (23) d'une manière plus générale que par les va- 
leurs (^4) ; on pourra encore poser 

cosa=:o avec cosê = o, 

ce qui fait retrouver le système de cordes parallèles à OZ , avec 
le plan principal (sS) ; ou bien il suffira de poser 

cûS7=:o, 

en laissant a et 6 indéterminés , ce qui montre que toutes les 
cordes parallèles au plan XT appartiennent à des systèmes prin- 
cipaux, dont le nombre est par conséquent infini. Les plans 
principaux correspondants sont fournis par l'équation (22), en 
y substituant la valeur GOS7 = o, ce qui donne 

/ON . ^ Qcosa + Q'cosÔ 
(20; X cos a 4- / cos 6 — -^^ ^^= = o. 

Go cas est celui où la surfaioe (18) est de révolution; car tous les 
plans s=;ib, z = A^,.... coupent alors oetfee surface suivant 
des cercles dont les centres sont situés évidemment sur ntoe 
même droite parallèle ii Taxe ÛZ , savoôr : 

2P' •^~^- 

D'ailleurs , cette droite se trouve l'intersection commune de tous 
les plans principaux représentés par l'équation (28). 

121. Si Von supposait à la fois P = P' = P", les condi- 
tions (23) se trouveraient vérifiées d'elles-mêmes, quelles que 
fussent les valeurs de a, 6, «y ; d'où il résulte qu'alors tout sys- 
tème de cordes parallèles serait un système principal ; et tout 
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plan de la forme (22), c'est-à-dire passant par le point 

_Q _Q' _Q" 

"^'^Ip' -^'-Ip' ^'-ip' 

serait un plan principal. Dans ce cas , la surface est une sphère; 
car l'équation (18) peut alors s'écrire sous la forme 






-4EP 



laquelle exprime que la distance du point (^1, /i, Zt ) à chaque 
point de la surface, est une quantité constante. 

198. Lorsque deux des coefficients P et P' sont égaux et en 
même temps nuls, on sait (n? 115) que la surface est un cy- 
lindre parabolique. On retrouve alors , comme au n° 120 , un 
système de cordes principales parallèles à OZ , avec un plan 
principal correspondant, savoir : 

(25) 2P"Z— Q"=:0; 

puis un nombre infini de cordes principales , parallèles à XT, 
et indéterminées dans leur direction ; mais les plans conjugués 
de ces systèmes , représentés par l'équation (28), semblent tous 
situés à l'infini. Cependant on en trouvera un situé à une dis^ 
tance finie , ou plutôt arbitraire , si l'on choisit a et 6 de ma- 
nière que l'on ait 

Qcosa -h Q'cosê = o; 

ce qui suppose que l'on prend des cordes parallèles aux généra- 
trices du cylindre, et le plan principal (28) devient alors celui 
de la section droite. On se rendra aisément compte de ces di- 
verses circonstances, par des considérations géométriques, et 
l'on interprétera d'une manière analogue le cas de deux plans 
parallèles , lequel arriye-tjuand on suppose nuls P, P', Q et Q'. 
ISS. Il résulte des discussions précédentes, t^ que, dans 
toutes les surfaces du second ordre , les systèmes de cordes 
principales sont au nombre de trois , distincts et rectangulaires 
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entre eux; ou bien leur nombre est infini ^ et l'un est alors per- 
pendiculaire à tous les autres; excepté dans le cas de la sphère, 
où toutes les directions possibles donnent des cordes princi- 
pales. 

tP. Les plans principaux sont aussi au nombre de trois, ou 
bien i! y en a une infinité; mais, dans tous les cas, deux au 
moins de ces plans sont à une distance finie. 
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CHAPITRE VIL 

Discussion des Surfaces douées d'un centre 



424. Les surfaces de cette classe sont (n° H7) toutes 
renfermées dans Féquation 



Par' -h Py -h P V == -4- H, 

qui donne lieu à plusieurs genres, suivant les signes dont 
les coefficients se trouvent affectés *, mais pour abréger la 
discussion, sans omettre aucun cas réellement distinct, 
nous supposerons que Ton ait toujours eu soin, préala- 
blement , de rendre positif le second membre H de l'é- 
quation proposée ; et comme alors les trois carrés ne sau- 
raient avoir des coefficients négatifs à la fois sans que la 
surface ne fût imaginaire, il nous restera à examiner les 
trois genres renfermés dans les cas suivants. 

125. Ellipsoïde. Trois carrés positif s . L'équation avec 
FiG. 18. les signes explicites , conserve la forme 

(i) ■ Px» -h py + PV = H ; 

pour obtenir les points où la surface rencontre les axes 
coordonnés , on égalera à zéro deux des variables x , y, 
Zy et l'on trouvera six sommets réels A et A', B et-B', 
C etC, situés aux distances 



J 



DISCUSSION DES SUHEACES DOUÉES d'uN CENTRE. qq 

Ces distanxîes OA:=a, OB=i , OC = c, se nommeat ks 
demi-^axes ou demi-diamètres principaux (n^ 104) de la 
surface^ car chacune de ces droites est l'intersecaion 
de deux plan^ coordounés qui sont ici des plans prmci-^ 
poux (n« H7). Si d'ailleurs on introduit ces axes dans 
réquaiîon (i), en y substituant les valeurs deP, P' P'' 
tirées des relations précédentes , cette équation prendra la 
forme trèe-syjmétrique 

a^ h^ c^ 

^ 126. Les sections faites p^r les plans coordonné» s ob- 
tiennent en posant tour à tour a:: = o,j=:o,z=:o-et 
ce sont évidemment des ellipses faciles à construire. Quant 
aux sections parallèles au plan XY, elles seront données 
par les équations simultanées 



et l'on voit que ce sont toujours des ellipses semblables^ 
puisque leurs axes qui s'obtiennent en posant tour à tour 
x=o, jr= o , dans la dernière équation , conservent entre 
eux un rapport constant, quel que soit h. Ces ellipses de- 
viennent imaginaires quand A'>c*- ainsi la surface ne 
s'étend pas au-dessus du point C ni au-dessous du point 
C. On obtiendra des conséquences semblables pour les 
sections parallèles au plan XZ, ou au plan YZ- et géné- 
ralement , tout plan quelconque donne une section ellip- 
tique, puisque l'équation 

z=zmx~\-ny' ^ k^ 

combinée avec (i), conduite 

(P^P'W)x^H-(P'4-P'V)j»-+-2P''/w/i:pj-h... = o, 
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résultat où la conditioa B' — 4 AC<C o se trouve maDife^- 
tement remplie. L'ellipsoïde est donc une surface fermée 
dans tous les sens. 

127. Lorsque deux quelconques^ des coefficients sont 
égaux, par exemple P = P' ou a=by rellipsoïde est de 
réi^olution autour de Taxe des z 5 car les sections trouvées 
(n*^ 126) , pour des plans perpendiculaires à cet axe , tels 
que z = A, deviennent alors des cercles dont les centrés 
sont sur OZ. Ainsi , dans ce cas, la surface pourrait être 
engendrée par la révolution de l'ellipse CAC^ autour de 
son axe CC 

128. Si Ton suppose P= F= P", ou a = J = c , l'ellip- 
soïde se change en une sphère , puisque l'équation (2) de- 
vient 

j;2 _|_ jJ _|_ Z2 __ ^2^ 

laquelle exprin^e que la distance de l'origine à un point 
quelconque de la surface est constamment égale à a, 

A cette occasion , nous ferons observer qu'une sphère 
du rayon R , et dont le centre serait placé au point qui a 
pour coordonnées a ^ ê^ y^ aurait pour équation 

car le premier membre de cette équation exprime bien 
(n° 6) le carré de la distance du point (a , 6 , y) à un point 
quelconque (a:,^, -s) de la surface. 

128. Htperboloïde a une nappe. Un seul carré néga-' 
tif L'équation générale , avec les signes explicites , de- 
vient 

(3) Par' -f- Py — P "z^ — H , 

et les points où la surface rencontre les axes coordonnés, 
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seront fournis par 

d'où l'on conclut qu'il y a ici quatre sommets réels A et Fie 19. 
A', B et B', et deux sommets imaginaires. Les distances 
OA=a, OB = by OC = c, sont encore nommées, par 
les mêmes raisons qu'au n** 125, les demi-diamètres prin- 
cipaux ou demi-^xes de la surface 5 mais les deux premiers 
sont dits les axes réels j et le troisième n'est que le coeffi- 
cient de l'expression fournie par l'analyse pour Faxe 
imaginaire. En introduisant ces axes a , £ , c , à la place 
de P, P', P'', dans l'équation (3), elle prendra la forme 

129. Les sections paraUëles au plan XY sont données 
par les équations simultanées 

' a' b^ c' ' 

ainsi ces courbes sont des ellipses j toujours semblables y 
puisque les deux axes qui s'obtiendront en posant tour à 
tour ^==0 5 JC = o, dans l'équation précédente, conser- 
vent entre eux un rapport constant , quel que soit A. D'ail- 
leurs les dimensions de ces ellipses augmentent indéfini- 
ment avec la grandeur numérique de A ; de sorte que la 
plus petite de ces sections horizontales , nommée ellipse 
de gorge, s'obtiendra en posant z = o dans l'équation (4)9 
c'est la courbe ABA'B', qui a pour diamètres principaux 
les deux axes réels a et i^ de l'hyperboloïde. 

Quant au plan XZ, il coupe la surface suivant une 
hyperbole (EAF , E' A'F) dont l'équation se déduit de (4) 
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en y posant j^ = o -, et des résultats semblables ont lieu 
pour le plan YZ, ainsi que pour les plans parallèles à 
ceux-là. 

1 30. On voit par là que cet hyperboloide s'étend in- 
définiment, mais qu'il est composé d^une seule nappe 
continue, sur laquelle on peut passer d'un point quel- 
conque à un autre, sans sortir de la surface. D'ailleurs 
la section faite par un plan quelconque 

z = mx H- ny -\- k , 

peut être tour à tour une ellipse, une parabole ou une 
hyperbole , suivant l'inclinaison du plan sécant ; car celte 
équation combinée avec (3) , conduit à 

(P — P''/w')jr='-h(P' — P'V)/^ — 2P''/?î/ia:7-h . . . =o, 

résultat où le binôme caractéristique B^ — 4AC peut se 
trouver positif, nul ou négatif, suivant les valeurs de 
m et n, 

131. Lorsque les deux axes réels sont égaux, c'est-à- 
dire quand a = b^ ouP=P', l'hyperboloïde se trouve de 
réi^olution autour de l'axe imaginaire OZ , puisque les 
sections obtenues au n** 129, pour des plans z = A per- 
pendiculaires à cet axe , deviennent évidemment des cer- 
cles dont les centres sont sur cette droite. Alors la surface 
peut être engendrée par la révolution de l'hyperbole EAF 
autour de son axe imaginaire. 

132. Hyperboloide a deux nappes. Deux carrés né- 
gatifs. L'équation devient, en mettant les signes en évi- 
dence, 

(5) Px> — Py-' — PV — H. 
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La surface rencontre les aies coordonnés aux distances 

de sorte qu'il n'y a ici que deux sommets réels A et A\ Fig. ao 
et les quatre autres sont imaginaires ^ mais les dis- 
tances OA = a, OB=i, OC=c, sont toujours nom- 
mées (n*^ 104) les demi-diamètres principaux ou les demi- 
axes de la surface , et le premier est dit l'axe réel, parce 
que c'est le seul qui rencontre effectivement cette surface. 
En introduisant ces trois axes a, £, c, à la place de P, 
P', P", dans l'équation (5), eUe prendra la forme 

jp2 yS gi 

133. La condition y = o introduite dans l'équa- 
tion (6), montre que le plan XZ coupe l'hyperboloïde 
actuel suivant une hyperbole (EAE', FA' F'); et il en se- 
rait de même du plan XY, ainsi que des plans parallèles 
à ceux-là. Pour des plans sécants parallèles à YZ, ou per- 
pendiculaires à l'axe réel OX , on obtient 

X = ±:h, -.-!-_=:--— i; 

6' c^ a^ 

ainsi ces sections sont des ellipses semblables entre elles, 
et qui croissent indéfiniment avec la grandeur absolue 
de h\ mais elles deviennent imaginaires quand A'<a% 
c'esC-à-dire dans l'intervalle des deux sonunets réels A 
et A, 

134. De là il résulte que cet hyperboloïde est com- 
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posé de deux nappes non contiguës, indéfinies chacune 
dans un sens , mais séparées Tune de Tautre par un in- 
tervalle où il n'existe aucun point de la surface. Un plan 
sécant quelconque pourrait aussi donner, comme au 
n^ 130, des sections tour à tour elliptiques,, parabo* 
liques, ou hyperboliques, suivant son inclinaison sur les 
axes. 

135. L'hyperboloïde à deux nappes se trouve de rév^o- 
lution, quand les deux axes imaginaires sont égaux, 
c'est-à-dire quand i = c ou P' =i P"; car les sections ob- 
tenues au n^ 133 pour des plans x = /i perpendiculaires 
à l'axe réel OX , deviennent évidemment des cercles dont 
les centres sont sur cet axe. Alors la surface pourrait être 
engendrée par la révolution de l'hyperbole (AE, AT) 
autour de son axe réel A'OA. 

136. Voilà les trois genres principaux de surfaces 
douées d'un centre \ mais il reste à examiner quelques 
variétés , et d'abord le cas où H = o. 

Cette hypothèse introduite dans l'ellipsoïde réduit l'é- 
quation (i) à 

laquelle ne peut être vérifiée par d'autres valeurs réelles 
que a:==o, y=oetz = o; donc dans ce cas la surface 
se réduit à un point unique qui est l'origine des coor- 
données. 

137. Dans l'hyperboloïde à une nappe, la supposition 
H = o réduit l'équation (3) à 

(7) Vx^ -I- py — p'V = o, 

FiG. 19. laquelle représente une surface conique \0\' dont le 
sommet est à l'origine. Pour s'en assurer, il suffit df voir 
si tout plan mené par ce point donnera des sections rec- 
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tilignes. Or, en combinant z =, mx + ny avec Téqua- 
tien (7) , on obtient 

équation homogène qui conduira nécessairement à des 
valeurs de la forme 



^=/?±:V^; 



et ce résultat appartient effectivement à deux droites pas- 
sant par V origine des coordonnées, ou au point unique 
(x = o^ y= o), quand le radical deviendra imaginaire 
pour certaines positions du plan sécant. D^aiUeurs Thy- 
pothèse z=:h introduite dans l'équation (7) , montre 
que ce cône a pour base parallèle au plan XY, une 
ellipse dont le centre est sur OZ : mais il faut générale- 
ment le regarder conune un cône dy. second degré dont 
la base peut être une des trois courbes de cet ordre. 

Cette surface conique VOV est asymptote de Thyper- 
boloïde à une nappe *, car, en comparant les ordonnées z 
et z' qui, dans les équations (3) et (7), répondent aux 
mêmes x et y, et sur la même nappe , on trouve 

sfp\{z'—z) = sjvx^ H-py — v/pa?^+ py — H, 

ou bien , en multipliant et divisant par la somme des ra- 
dicaux, 

Sl^,{z' — z)=z ^ 



S/Par» -h P>' -f- V'Px' -h P>^ ~ H 

Donc la différence z' — z décroît indéfiniment jusqu'à 
zéro , à mesure que x et y augmentent 5 et comme cepen- 
dant z sera toujours moindre que z\ le cône est en de- 
dans de rhyperboloïde. 
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138. Si Ton veut comparer réquation (7) du cône 
asymptote avec celle de Thyperboloïde sous la forme 



x^ y^ 7? 



il faut observer que, dans cette dernière surface, les 
longueurs absolues des aices étaient 

»=v1. »=Vf. '=V?.- 

Or, lorsqu'on fait décroître H sans changer P, P, P", les 
axes a , ft, c décroissent ensenible , mais en demeurant 
toujours proportionnels aux quantités 



Vp' Vp" V P''* 



donc , quand ces axes sont devenus ainsi nuls par Thypo- 
thèse H = o , et que l'hyperboloïde s'est changé en un 
cône , les trois quantités précédentes sont encore propor- 
tionnelles aux longueurs des axes primitifs , et l'on peut 
poser 



d'où il résulte 






^~«»a'' 


P' ' 


P" ' 



valeurs qui , substituées dans (7), ramèneront cette équa- 
tion à la forme 



x^ y^ z^ 
a' 6' c' 
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139. L'hypothèse H = o, introduite dans l'équation (5) 
de Thyperbôloïde à deux nappes , donne 

(8) Px» _«. py — p'v = o ; 

et Ton prouvera , comme au n^ 137, que cette équation Fie: ao. 
représente une surface conique VOV dont la base pa- 
rallèle à YZ est une ellipse. Ce cône est encore asymptote 
de rhjperboloïde à deux nappes; car, en comparant les 
deux ordonnées x elx' qui, dans (5) et (8), répondent 
aux mêmes y el z^ on obtient 

v/p . (o? — or/) = v/py-hPV-hH— v^py-hPV, 

ou bien , en multipliant et divisant par la somme des ra- 
dicaux, 



v/P-(ar — ^') = 



H 



V/Py -H P 'V -f- H 4- v/Py -4- P'V ' 



donc, la différence x — x' décroît indéfiniment jusqua 
zéro , à mesure que y elz approchent d'être infinis. Mais 
comme on aura toujours x'^x\\e cône enveloppe la sur^ 
face extérieurement. 

L'équation (8) de ce cône asymptote pourrait aussi, 
comme au n** 138, être ramenée à la forme 

** r* a' 
-L ~o. 

a^ h^ c» 

140, Les surfaces conicpies à base du second degré ne 
sont pas les seules variétés que renferment les équations 
générales (i), (3) et (5). En y supposant nuls un ou plu- 
sieurs des coefficients P, P', P", H, elles fourniront en- 
core des cylindres à base elliptique ou hyperbolique , 



n 
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comme 

Px*-+-Py = H, ou Pa:^--.pyr=H; 

et aussi le système de deux plans qui se coupent , ou qui 
sont parallèles , comme 

Px» — py = o, ou Px^znH; 

mais, ces divers cas n'exigeant aucune discussion , il nous 
suffira bien de les avoir indiqués. 

141. Des génébataices rectilignes. Examinons si, 
parmi les surfaces douées d'un centre , et autres que les 
surfaces coniques ou cylindriques, il y en a quelqu'une 
sur laquelle une droite puisse être appliquée dans toute 
sa longueur indéfinie ] et effectuons cette recherche spé- 
cialement pour Thyperboloïde à une nappe, parce qu'il 
est aisé de prévoir que la forme des deux autres surfaces 
ne permet pas qu'elles jouissent de cette propriété^ d'ail- 
leurs, il suffira de changer le signe du carré d'un axe, 
pour appliquer à ces dernières les résultats analytiques 
obtenus pour l'autre. 

L'hyperboloïde à une nappe (n^ 128) a pour équation 



(9) 



x^ y^ z' 






a" 6' c" 



S'il existe une droite qui puisse s'appliquer tout entière 
sur cette surface , une de ses projections sera de la forme 

(lo) 7 = aa?-h6, 

« 

où a, S sont des constantes indéterminées^ et comme 
cette équation représente en même temps le plan proje- 
tant de la droite, il faudra qu'en coupant la surface par 
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ce plan , rintersection , qui sera une ligne du second de- 
gré , ait une équation qui puisse se décomposer en deux 
facteurs dont un soit iinéaire, et par suite Tautre le sera 
pareillement. Or, la combinaison des équations (9) et (10) 
donne , pour la projection de la section sur le plan XZ , 






(") :t= «,fc 



Mais , le premier membre étant un carré parfait , il fau- 
dra, pour la décomposition annoncée, que le second 
membre soit aussi un carré ^ donc il faudra établir, entre 
les indéterminées a et S , la relation 

{b' -h «'a») (6' — *») fl' = a'^ €'fl<; 

d'où Ton déduit 



valeur toujours réelle , qui , substituée dans les équa- 
tions (10) et (11)9 donne pour les projections de la droite 
chercbée , 

(12) j = «X -H V^i' H- a^a\ 

{i3) ±-= 7 • 

^ ' c ab 

Le radical qui entre ici renferme implicitement le double 
signe de la valeur de ë, mais il faudra le prendre tou- 
jours avec le même signe dans les deux équations à la fois. 
D'ailleurs , puisque nous n'avons eu à satisfaire qu'à une 
relation unique entre 6 et a , la dernière de ces constantes 
reste tout à fait arbitraire dans les équations (12) et(i3); 
et par conséquent il existe une infinité de droites situées 
tout entières sur Phyperboloïde à une nappe. 
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142. ObsorvoBs ici que, pour appliquer ces résultats 
à rallipsoïde ou à Thyperboloïde à deux nappes , il suffi- 
rait dans l'équation (9), de changer c en c v — i , ou 6 

en b \/— I ; et comme chacune de ces modifications ren- 
drait imaginaire l'équation (i3), on doit en conclure que 
ces deux surfaces n'admettent aucune génératrice recti- 
ligne. 

143. Revenons à Thyperboloïde à une nappe; et, pour 
examiner la position qu'y occupent les divc^rses droites, 

FiG. ai. représentons cette surface projetée d'une part sur un plan 
horizontal, parallèle aux deux axes réels a elb qui sont 
dans le plan coordonné ocy^ et de l'autre sur un plan 
vertical parallèle aux deux axes a et c, situés dans le 
plan j:z. Pour exécuter ces projections, il suffit de mar- 
quer sur le plan horizontal les deux axes Oa = a^ Ob = J, 
et de tracer l'ellipse de gorge âig*; ensuite, sur le plan 
vertical, et à une hauteur quelconque, on portera les 
deux axes O'a! =. a , O'C = c , -et l'on tracera Thyperbole 
principale \fa!\i qui se trouve dans le plan vertical OD. 
Si d'ailleurs , pour fixer les idées , on suppose l'hyperbo- 
loïde terminé aux deux plans horizontaux D'il', D'^H'', 
également éloignés du centre , ces deux plans couperont 
la surface suivant des ellipses égales, projetées l'une et 
l'autre sur DEH , et semblables à l'ellipse de gorge àbg. 

144. Cela posé, les équations (12) et (i3), dont la se- 
conde renfermie un double signe , donnent pour chaque 
valeur attribuée à a, , deux droites qui ont une projection 

Vhorizontale commune A6 , et sont par conséquent situées 
dans un même plan vertical : mais leurs projections sur 
XZ étant deux droites distinctes, A' A'' et B'B^onpeut 
ranger toutes les lig^es qui corre^ondent aux diverses 
valeurs «, a', «",... en deux systèmes (A) et (B), dis- 
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tingués par le sigae quij affecte leurs projections sur le 
plan XZ, savoir: 



<.i 



(A.) (B.) , 



Or il est facile de reconnaître que toutes les projections Fie. ai. 
horizontales de ces diverses droites sont des tangentes 
à r ellipse de gorge abg^ telles que AB, AiBi,* • • En 
effet , si l'on combine l'équation 

(12) ^ = «x -f- V''*' -h «'a% 

avec celle de cette ellipse 

qui se déduit de (9) en y posant z = o , on trouve pour 
les abscisses des points de section , 

Mais cette équation , étant un carré parfait, a ses deux ra^ 
cines égales^ par conséquent la droite (12) est une sé- 
cante dont les deux points de section sont confondus : 
ainsi elle est bien tangente a l'ellipse abg, quelle que soit 
la valeur attribuée à a. 

On vérifiera de même que, pour toutes les valeurs 
de a^ les projections 

ri3) ^«_W^^T^Hhfl^ 

^ ^ . c ab ' 
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sont deux droites A'A" et B'B", tangentes à Vhyperbole 
principale D'a'D' qui a pour équatio4 a^z^ — (fx^=za^c^ ; 
et quand on pose a = o, ce qui arrive pour le plan verti- 
cal AfBt, ces projections deviennent les asymptotes de 

cette hyperbole , puisqu^il reste ^ = zti - a:. 

145. Si Ton mène par l'origine des coordonnées, qui 
est le centre de Thyperboloïde , des parallèles aux diverses 
droites du système (A) ou à celles du système (B), on 
formera une surface conique dont une quelconque des 
arêtes sera représentée par 

j=:our et ±- = —^ j^ ; 

c ab 

puis, si Ton élimine a qui varie en passant d'une arête à 
une autre , on aura , pour Téquation de ce cône , 

laquelle coïncide avec l'équation du cône asymptote trou- 
vée au n** \ 38. D'où l'on conclut que toutes les droites 
situées sur Vhyperboloïde sont respectii^ement parallèles 
aux arêtes du cône asymptote de cette surface. 

146. n suit de là que trois droites quelconques de l'hy- 
perboloïde ne sont jamais parallèles à un même plan. En 
effet, s'il en était autrement, il y aurait trois arêtes du 
cône asymptote qui seraient situées dans un plan unique , 
et ce plan devrait alors couper la base elliptique (n** 137) 
du cône dans trois points placés en ligne droite^ résultat 
incompatible avec la forme des courbes du second degré. 
Cette remarque nous sera utile plus tard , pour distinguer 
la surface actuelle d'avec le paraboloïde hyperbolique. 

Fie. ai. 147. Deux droites quelconques du système (A) telles 
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que (AM, A'M') et (A.1M1, A'tM'i), ne sont jamais dans Fig. ai. 
un même plan. En effet , \% point R où se coupent leurs 
projections horizontales se trouve pour la première au 
delà de M par rapport au pied A de cette droite \ et par 
conséquent il est, dans Tespace, au-nlessusde Tellipse de 
gorge ^ tandis que le point R de la seconde droite Ai Mi est 
évidemment au-dessous de cette ellipse.: donc ces deux 
droites d'un même système ne se coupent pas. En outre, 
elles ne sont point parallèles, car leurs projections hori- 
zontales se coupe4l en général ; et quand même on compa- 
rerait les deux tangentes auxtextrémités d'un diamètre de 
Tellipse de gorge, ces deux droites se trouveraient, dans 
Tespace , inversement situées par rapport au plan vertical 
mené par ce diamètre , de sorte qu'elles seraient bien loin 
d'être parallèles. 

L'analyse conduit à la même conséquence. Car, si Ton 
combine les quatre équations (A) et (Ai) du n^ 144, en 
les soustrayant deux à deux , on arrive , après l'élimina- 
tion des variables, à la condition (a— ff')'=:o, qui ne 
saurait être satisfaite tant que les droites sont distinctes 
l'une de l'autre. Il est vrai que pour celles qui passeraient 
par les extrémités d'un même diamètre de l'ellipse de 
gorge, on aurait « = «'•, mais alors il faudrait évidem- 
ment adopter pour le radical des signes contraires dans les 
équations (A) et (Ai) , et , sous cette nouvelle forme , leur 

combinaison conduirait à V^* 4- a' a* = 0, condition éga- 
lement impossible. 

La même relation subsiste évidemment entre les droites 
du système (B) , qui ne Siont jamais situées deux à deux 
dans un même plan. 

448. Au contraire, une droite quelconque du sys- 
tème (A) coupe toutes les lignes (B) , (Bi) , (Bj) , . . . de 
f autre système. Cela est évident pour (AM, A' M') el 

8 
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(BM , B' M') qui sont dans le même plan vertical , et se cott- 
pent en (M , M') sur l'ellipse de gorge : comparons donc la 
première de ces droites avec (BiMi, B\M'i). Les points 
projetés en R sont, sur Tune et Tautre de ces droites, 
situés au-dessus de Tellipse de gorge , puisque R est au 
delà des points de contact M et Mi -, et comme la verticale 
élevée en R ne peut rencontrer la nappe supérieure de 
la surface qu'eu un senl point 1M\ ce point est nécessaire- 
ment commun aux deux lignes (A) et(B|). Deux droites 
de systèmes différents sont donc toujows dans un même 
plan, et seulement elles deviennent parallèles quand 
elles passent par les extrémités d'un diamètre de l'ellipse 
de gorge. L'analyse conduit à la même conséquence^ 
car la combinaison des quatre équations (A) et (Bf) du 
n^ 144, mène à deux valeurs de x qui s'accordait entre 
elles. 

149. On donne le nom de surface gauche à toute sur- 
face engendrée par une droite qui se nteut de telle sorte 
que deux positions consécutives ne sont pas dans un 
même plan^ et c'est ce qui arrive (outre les cas généraux 
dont nous parlerons dans le chapitre XV ) quand on 
assujettit la droite mobile A k s'appuyer constamihent 
FiG. 21 sur trois droites fixes B, B', B", qui, deux à deux, ne 
sont pas dans un même plan. D'abord, je dis que cette 
condition suffît pour régler le mouvement de la généra'^ 
triée A ; car si , pour chaque point M pris sur B , vous 
imaginez deux plans , dont l'un passe par M et la droite B^ 
l'autre par M et la droite B'', l'intersection de ces plans 
fournira une droite unique MNP qui s'appuiera bien 
sur les trois directrices. Ensuite, la surface sera gauche, 
puisque deux positions A e|. A^ de la génératrice ne sau- 
raient être dans un même plan , sans que les droites B, B', 
B'', qui ont chacune deux points communs avec A et A', 
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ne se trouvent elles^ioèmes dans ce plan^ ce qui est con- 
traire aux données de la question. 

150. Or , rhyperboloïde à une nappe, considéré conurn» 
le lieu de toutes les droites (A), (Ai), (Af) , ... ou (B), 
(Bi), (Bt) , . . . du n^ 144 , est du genre des surfaces gau«- 
ches dont nous venons de parler. En effet, dans chaque 
système , les droites ne se rencontrent pas (n^ 147)^ et d^ail- 
leurs puisque (A), par exemple, coupe (n^ 148) toutes 
les droites de l'autre système, il n'y a qu'à choisir à vo^ 
lonlé trois de ceBea^^ci , (B), (Bi), (B,), puis faire glis-* 
éer sur elles la droite mobile (A) : alors cette dernière ne 
pourra prendre (n^ 149) que les positions successives 
(Ai), (At), . . . , qui remplissent déjà la condition de 
s'appuyer sur les trois diveetriees : donc la droite mo-» 
bile (A) engendrera ainsi Thyperboloïde en question. 
Cette surface admet aussi évidemment un second mode 
d^ génération, dans lequel la droite (B) glisserait sur 
trois droites quelconques (A), (Ai), (A,) du premier 
système. 

151. Réciproquement, lorsqu/ ime droite quelconque^ 
s'appuie constamment sur trois droites fixes B, K, B", 
qui, prises deux à deux, ne sont pas dans un même 
plan, la surface aipsi décrite est toujours un hyperbo^ 
loîde à une nappe ,• pourvu cependant que les trois direc- 
trices ne soient point ensemble parallèles à un même 
plan; car, sans cette dernière restriction qui est véri- 
fiée (n® 146) par les droites de Thyperboloïde , la surface 
dégénérerait eu im des paraboloïdes dont nouft parlerons 
plus tard (n^ 176). 

Sous les conditions admises, il sera toujours possible 
de mener , par un point quelconque de l'espace , trois 
axea coordonnés obliques , respectivement parallèles aux 
trois divecirioes^ mais, afin de manifester clairement la 

8. 



XlQ CHkPIT&E Vil. 

axes coordonnés actuels sont évidettiinent (n® 145) trois 
arêtes du cône asymptote de cette surface (*). 

153. D'ailleurs, la forme symétrique de Téquation (i8) 
manifeste clairement Texistence du second mode de 
génération que nous avons reconnu dans Thyperboloïde 
(n*^ 150). Ea effiet^ §i l'on prend po«r directrices de la 
droite mobile G du n^ 151 , les trois droites A, A', A% 
qui sont les arêtes opposées à B, B', B", dans le paral- 
lélipipède de Isifig' 14? 1^^ équations de ces nouvelles 
directrices 9«ront 

fj; = — a, 

(A') i ^ =- >' 
'' ' \ X =-)- a; 

et alors la génératrice G va décrire la même surface, 
puisqu'il su£Bra évidemment , sans nouveaux calculs , de 
changer dans Péquation (ï8)a,6,yen — a, — 6, — v, 
ce qui n'altère pas cette équation. D'ailleurs les trois 
droites A, A', A'' ne sont autres que des positions par^ 
ticulières de la génératrice G, lorsqu'elle glissait sur B, 
B', B", dans le premier mode; car la ligne A, par exem- 
ple , coupe B' et B^, et se trouve parallèle à B ; de sorte 
^'eUe doit être regardée comme s'appuyant sur ees trois 
dernières droites. Donc, lorsquon a fait mouvoir une 
droite sur trois directrices rectUignes , on peut prendre 



(^) C'est M. J. Binet qui a fait connaître Pexlstence du paraUélipipède 
rettiarquable que nous venons d'employer, ainsi que celle de beaucoup 
d'iutrei <|ui sont «ti^i concentriques avec l'hyperb'oloTdc. {Voyez le xvi^ ca- 
hier du Journal 4e V École Polytechnûjue,) 
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à leur tour trois quelconques des positions de la géné- 
ratrice pour nouvelles directrices , et en faisant glisser 
sur celles-ci r une des premières directrices, on retrou- 
t^era le même hyperboloïde que dans le premier mode , 

154. Si Ton admettait que deux des directrices B" 
et B' sont dans un métne plan, la surface se réduirait, 
comme on doit le prévoir aisémient, au système de deux 
plans , dont l'un serait celui des deux directrices en ques- 
tion , et dont Fautre passerait par le point commun à ces 
deux droites et par la troisième directrice. Effectivement, 
dans l'hypothèse « = o, l'équation (i8) se décompose 
dans les deux suivantes ; 

07 = 0, 6« -I- 7jr = o. 

Mais il ne faut pas chercher à déduire de l'équa- 
tion (i8) le cas particulier où les trois directrices %q- 
raieul parallèles à un même plan; car alors il eût été im- 
possible de prendre , comme nous l'avons fait , les trois 
axes coordonnés parallèles à ces droites. Nous traiterons 
plus tard (n° 179) ce cas, qui est aussi fort intéressant. 
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CHAPITRE VIII. 

Discussion des surfaces dépourvues de centre. 



155. Les surfaces du second degré qui sont dépourvues 
de centre sont toutes comprises dans l'équation (20) du 
n° 117, où les diverses combinaisons de signes des coeffi- 
cients se réduiront toujours aux deux suivantes : 

-h Py ±P V = -f- Qa?. 

En effet, on pourra d'abord rendre positif le premier 
coefficient P', s'il ne l'était pas, en changeant les signes 
de tous les termes de l'équation donnée. Ensuite, quand 
Q sera négatif, il suffira de remplacer x par — x' pour 
ramener l'équation à la forme précédente ) or , comme 
ce changement équivaut à compter les x positifs dans le 
sens opposé à celui qu'on avait adopté d'abord , on voit 
que le signe de Q ne peut avoir d'influence que sur la po- 
sition de la surface , et non sur sa forme ; c'est pourquoi 
nous nous arrêterons au cas où il est positif, et ainsi 
cette classe de surfaces ne présentera que deux genres 
vraiment distincts, appelés le paraboloïde elliptique et 
le paraboloïde hyperbolique^ à cause de la nature des 
sections qu'ils admettent. 

156. Paraboloïde elliptique. L'équation avec les si- 
gnes explicites , est alors de la forme 

(0 py-f-p'v=:Qx. 
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Cette surface ne coupe évidemment les axes qu*à Fori- 
gine des coordonnées , et la droite OX , intersection des 
plans XY et XZ qui sont ici les sévis principaux (n^ li?)? 
est I^axe uni<pie et indéfini du paraboloïde. Ces mêmes 
plans donnent pour sections principales deux paraboles 
AOA'9 BOB', ayant pour équations Fie. aa. 

Q 
z = o et x' = px^px, 

y = o et z'=:—x=p'x'y 

et si Ton introduit leurs paramètres p , p\ dans l'équa- 
tion (1), à la place des coefficients F, P', elle prendra 
cette forme plus symétrique 

i^) 7*^]^** ^^ p'y^-^-px^—pp'x. 

157. Les sections parallèles au plan TZ, ouperpendi- 
culaii'es â l'axe du paraboloïde , sont représentées par 

(3) x = A et «I^-H-rrrA; 

^ p p 

on voit que ce sont toujours des ellipses, telles que 
ABA'B', semblables entre elles, puisque leurs axes, qui 
s'obtiennent en posant tour à tour ^ = o, j"=o, dans 
l'équation (3), conservent un rapport indépendant de h. 
Ces ellipses s'agrandissent indéfiniment avec h , tant que 
cette quantité est positive \ mais elles deviendraient ima- 
ginaires, si h était négatif: d'où l'on conclut que le para- 
boloïde actuel ne s'étend millement du côté des x négatifs. 
iS8. Lorsqu'on Sip=p\ les ellipses précédentes (3) 
deviennent évidemment des cercles , dont les centres sont 
situés sur OX, et dont les plans sont perpendiculaires à 
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cette droite 5 par conseillent , le paraboloïde est alors de 
révolutions et peut être engendré par la demi-parabole 
OA ou OB, tournant autour de son axe OX. 

159. Coupons maintenant la surface (2) par un plan 
quelconque 

z = mx -h /ïf -+- ^ ; 

il viendra pour la projection de la courbe , 

Or, comme ici le binôme caractéristique B' — 4^C se 
trouve égal k-^J^ppin*^ il en résulte que les sections 
faites dans la surface sont toujours des ellipses ou des 
paraboles: d^ailleurs, ce dernier cas n'arrive que quand 
m = o , c'est-à-dirç quand le plan sécant est parallèle à 
l'axe OX du paraboloïde elliptique. Ainsi, la dénomina- 
tion de la surface rappelle très-exactement les deux genres 
de sections planes qu'elle adniet. 

160. Paraboloïde hyperbolique. L'équation relative 
à ce genre est , avec les signes en évidence , 

(4) py — pv = Qx. 

La surface ne coupe les axes coordonnés qu'à l'origine , 
et, comme au n^ 156, l'axe unique et indéfini de ce pa- 
raboloïde est la droite OX , intersection des deux fdans 
principaux XY et XZ. Les sections faites par ces plans 

$ont 

Q 

z = o et y^ = p^x=pxy 

y=zo et z' = j^x=:--p'x: 
FiG. a3. ce sont les deux paraboles AOA' et BOB', dont la seconde 
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ayant Un paraïaètre négatif, counte sa t:e&eavité vers les 
X négatifs. Si Toti intrcMluit les paramètres de ces courbes 
dans rétpiaiion (4)? elle prendra la forme symétrique 

qui ne difiere de celle du paraboloïde elliptique que par 
le changement de p' en —^'9 et œtte relalèpa est fort 
utile pour transporter à Tun les propriétés reconnues 
dans Tautre. 

161. Les plans parallèles a YZ, ou perpendiculaires à 
Taxe OX du paraboloïde hyperbolique, couperont cette 
sur&ce suivant des hyperboles représentées par 

r* s* 

^ P P 

Leurs axes qui s'obtiennent en posant tour à tour :s = o , 
y=. G , dans Téquation (6), conservent entre eux un rap- 
port indépendant de A: ainsi, toutes ces hyperboles sont 
semblables , et elles s'agrandissent indéfiniment avec la 
valeur absolue de h , mais leur position change avec le 
signe de cette quantité. En effet, pour une valeur posi- 
tive A=00', Téquation (6) montre bien que l'hyper- 
bole (GDH, G'D'H) a son axe réel O'D dirigé parallèle- 
ment a OY, et que son axe imaginaire O'C est vertical; 
tandis que , pour une valeur négative h = 00", l'équa- 
tion (6) donne une hyperbole (g^c A, g'c^fi) dont Taxe réel 
O'c est vertical, et dont l'axe imaginaire 0"c? est parallèle 
àOY. 

D'ailleui^s, quand on pose A = o dans (6), on voit que 
le plan YZ coupe le paraboloïde suivant deux droites 



x=zo, y 



±'V^- 
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qui sont les asymptotes communes à toutes les hyper- 
boles précédentes projetées sur ce plan YZ. 

162. De là on doit conclure que le paraboloïde hyper- 
bolique est une surface composée d'une seule nappe con- 
tinue , qui s'étend indéfiniment vers les x positifs et vers 
les X négatifs , mais dont la courbure présente une forme 
opposée dans ces deux régions. En outre, cette surface 
rn( sera famaù de résolution , quand bien même on au- 
rait ^=^', comme cela est arrivé (n*^ 158) pour le pre- 
mier paraboloïde; et effectivement, nous allons démon- 
trer que le paraboloïde hyperbolique ne peut admettre 
pour section plane aucune courbe fermée. 

163. Combinons l'équation (5) avec celle d'un plan 
quelconque 

z = mx -^ ny -\-h; 

il viendra , pour la projection de la section , 

(7) (/*' — P^^) f^"^ ptn^x^ — 'i.pmnxy -f- ....=: o. 

Ici la quantité B* — 4AC = +pp'm*'^ donc , toutes les sec- 
tions planes faites dans la surface qui nous occupe sont 
des hyperboles ou des paraboles y et ce dernier cas arrive 
seulement quand m = o , c'est-à-dire quand le plan sé- 
cant est parallèle à Vaxe OX. C'est la nature de ces sec- 
tions qui a fait nommer cette surface paraboloïde hy- 
perbolique : cependant , parmi les hyperboles , il faut 
comprendre le système de deux droites qui se coupent , et 
parmi les paraboles , le cas d'une seule ligne droite 5 car 
ces variétés se retrouvent dans l'équation (7), lorsqu'il 
arrive que son premier membre peut se décomposer en 
deux facteurs rationnels , ou bien quand ni = o avec 
p' — pn^ = o. 

Dans ce dernier cas , où la section est une droite uni^ 
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que y le plan sécant se trouve parallèle à Tun des deux 
plans directeurs dont nous parlerons au dP 171. 

1&4. Propriétés coMMuifES aux deux paraboloïdes , 
Chacune de ces surfaces peut être engendrée par une des 
deux paraboles principales, OB par exemple, qui se 
mouvrait parallèlement à elle-^même (*), et de manière 
que son sommet glissât constamment sur l ^ autre para-- 
bole principale OA. 

Considérons d'abord le paraboloïde elliptique où ces Fio. as. 
deux courbes ont pour équations , 

, OA....a = o et y^z=zpx^ 
OB . . . . j = o et z^ z=zp'x. 

Lorsque la génératrice mobile OB sera venue dans une 
position quelconque DE, son sommet D, dont je désigne^ 
les coordonnées par 00' = a, 0'D = 6, se projettera en 
(y sur le plan XZ ; et cette courbé étant dans un plan pa- 
lallèle à ce dernier, elle conservera en projection le 
même paramètre p:^ d'où il suit que la parabole DE aura 
pour équations, 

(8) r = 6, (9) z^=p'{x^a). 

D'ailleurs, le sommet D devant toujours se trouver sur 
la directrice OA , il faudra que ses coordonnées a: = a , 
jr = 6 , ^ = o , satisfassent aux équations de cette dernière 
courbe, ce qui fournira entre les constantes arbitraires 



(*) On entend par là que deux tangentes ou deux cordes quelconques de 
cette courbe demeurent toujours parallèles à leurs directions primitives , 
ce qui entraîne évidemment le parallélisme du plan de la courbe; mais 
cela exprime eu outre que cette courbe ne tourne pas dans son plan mo- 
bile. 
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a et ë lai relation 




(lo) 


6' = pcké 



Cela posé , si Fou attribuait à a diverses valeurs succes- 
sives a= 5, âE3=: 6, . . . . , on déduirait de (lo) les valeurs 
correspondantes de 6 , et en substituant ces valeurs si* 
multanées dans (8) et (9) , on obtiei^ait les écpiatioas 
de telle ou telle position déterminée de la parabole mo- 
bile DE ; mais si , au contraire , on élimine les constantes 
a^ëj entre les trois équations (S) , (9) et (10), le résultat 
conviendra alors à toutes les positions.de la génératrice, 
et représentera le lieu géométrique parcouru par cette 
ligne mobile. Or, en tirant de (8) et (9) les valeurs de 
a et 69 pour les substituer dans (10), on trouve 

— p — j ou py'i'pi^=pp'x, 

résultat qui coïncide avec Féquation (a) du n*^ 156, et 
prouve ainsi que la surface engendrée par le mode in- 
diqué plus haut, est effectivement un paraboloïde ellip- 
tique. 
Fie. a3. 165. Quant au paraboloïde hyperbolique dans lequel 
les deux paraboles principales ont pour équations 

OA . . . . 2 =: o et ^' = pXf 
OB. . . .j^ = o et z* = — p'xy 

on verra, par de» considérations toutes semblables aux 
précédentes, que cette dernière courbe, parvenue dans 
une position quelconque DE , sera représentée par 

(il) r — ^» (la) »* = — /?'(âr — a). 

Ensuite les constantes arbitraires 00'=: a, O'D = 6, 
devant encore vérifier Féquation de la parabole OA , se 
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trouveront aussi liées par la relation 

(l3) 6»=r;,a; 

de sorte qu'en raisonnant comme ci-dessus , il faudra éli- 
miner a et ê entre les équations (")? C^^) ©t (i3), ce 
qui conduit à 

résultat qui , par son identité avec Tequation (5) du 
n*^ 160, prouve que le paraboloïde hyperbolique peut 
aussi être engendré par la parabole OB qui se mouvrait 
parallèlement à elle-même, et de manière çue son sont^ 
met glissât constamment sur Vautre parabole prince^ 
pale OA. 

166. Tous les plans diamétraux, dans les deux para- 
boloïdes, sont parallèles à Vaxè OX de la surfade. En 
(^et, si ron recourt à la formule générale (5) du n® 105, 

dx dy dz 

pour l'appliquer à Téquation des surfiK^es dépourvues de 
centre , 

où ^'pourra être supposé positif ou négatif, on trouve 
(i4) 2p^njr-^!ipz=pp^my 

équation qui représente un plan évidemment parallèle 
àOX. 

Réciproquement, tout plan qui sera parallèle à OX, 
et représenté par uue équation donnée 

(i5) Rr-f-T3 = K, 
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sera un plan diamétral du paraboloïde , puîsqu^en iden" 
tiiîant réquation (i4) avec (i5), on en déduira pour m 
et n des valeurs toujours- admissibles 

_ 2K ^^p 



167. Tous les diamètres des paraboloïdes sont pa- 
rallèles à Paxê de la surface; car ces droites sont 
(n** 104) les intersections de deux plans diaiçétraux, et 
nous venons de voir que ceux-<i se trouvent toujours pa- 
rallèles à OX. 

Réciproquement , toute droite menée parallèlement à 
l'axe d'un paraboloïde sera un diamètre de cette sur- 
face', puisque deux plans conduits par cette droite seront 
diamétraux (n^ 166). 

168. Des génératrices regtilignes. Il s'agit d'exa- 
ininer si une droite peut être appliquée dans toute sa 
longueur indéfinie sur un paraboloïde j or, comme la 
forme limitée du paraboloïde elliptique fait assez prévoir 
qu'il ne saurait jouir de cette propriété , et que d'ailleurs 
il suffira de changev le signe de p ' pour appliquer les ré- 
sultats à ce genre de surface, nous allons effectuer cette 
recherche spécialement sur le paraboloïde hyperbolique, 
dont l'équation avec les signes en évidence , est 

( i6) p y^ — pz^ = pp'x. 

S'il existe une droite située tout entière sur cette sur- 
face , sa projection horizontale sera de la forme 

(17) ^ = aa:-4-6, 

où a et 6 sont deux constantes indéterminées \ et le plan 
projetant représenté aussi par cette équation (17)5 devra 
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donner par sa combinaison avec la surface. (i 6), unein'- 
tersection du second degré dont une brajoÉchcf soit rec^Çi- 
hgne^ et par suite Fautre branche le sera paoreillement. 
Or, en éliminant x entre (i6) et (17), parce que la projec- 
tion sur le plan ¥Z es.t la plus intéressante , on obtient 



(■») ••=^'('-#*^)' ■■ 



et pour que cette équation puisse se décomposer en deux 
facteurs du premier degjfré , il faut que le second mettibre 
soit un carré parfait, puisque le premier membre en est 
un, ce qui exigé que Fou pos^ 

£;=i£!. .di.ù 6=f . 

Cette relation unique entre S et a laisse arbitraire une 
de ces cpiantités ] par conséquent il existera une infinité 
de droites situées sur la surface, et dont les projectidtos, 
déduites dès équations (i7)let (18) où Ton aura substitué 
la valeur de 6 , seront 

(19) r=a«-^^, 



M .=±v'£:(,-i). 



La troisième projection se déduirait de celles-ci par l'élî- 
mination de y^ et aurait la forme 



(.1) .=±y/^(«x-|.). 



169. Avant d'aller plus loin, observons que ces ré- 
sultats deviendraient imaginaires, si Ton changeait le 

9 



signe du paramètre p'-^ d'où JI résulte 4[ue#/epar4z&o/oft/e 
eUiptùjue n^ndmet aucune^ ^inéi^rioe reouligne, ^ ^ - 
.170. Qtiantau parabalotde hyperbolique, les dûverçes 
droites; qu'il| admet y. pour des .yaleùrs^ sueoessives de Vp!- 
détermihée « , ont deux à deu^ une projection- horâzoa-^ 
taie commune; mais comme elles se distinguent sur les 
autres plans, on doit les partager en deux systèmes (A) 
et (B). savoir : 







^ (B') 



£_ 

4» 



-€k-i-)' 



( D y •••'«'•••••*•• •*'• 



. , Pour luiCjUx apercevoir les position^ respçctives . dQ , ces 
FiG. 24. lignes , séparons les trois plans coordonnés , en} leç, trans- 
portant parallèlement à eux-mêmes jusqu'à une certaine 
distance*, et alors on reconnaîtra que les projections ho- 
rizontales de toutes les génératrices des deux systèmes 
sont des tangentes MT, J>(I'T', . . .à la parabole princi- 
pale y^ •=^px. En effet, si nous combinons cette dernière 
équation avec (19), pour avoir les points communs à ces 
lignes, il vient. 



3 



a^j:^ — ^ -H -4— = O 



l6a 



2 



> 



résultat qui, étant un carré parfait, annonce que les ab- 
aisses des poinu de section de MT avec la parabole OA 
sont toutes deux égales , ainsi que les ordonnées qui se^ 
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déduiraient dé (i9);.par conséqtLent la droite MT est bien 
tangente à la parabole hprûsontale OA. 

On s'assurerait d'une manière sqinblable, que le$ pro- 
jettÎQus d«s. généçatripfîs sur le plan XZ , lesqu^ll^ font 
représentées, pour ch^ique valeur d^ ^, par la double 
équatipn^sij), se trouvent 4e& tangentes RS et RV, ... à 
la paraboles .principale z* = -r- p'x^ » 

171'. .Qvant auji proj^tiws des génériiitrices sur le 
plan YZ, le^ secondes équations 4e^ Igroupes (A), (A'), 
(A"),. .^^ QuC les coeffic^ntâ des variables sont ipdépen^ 
dants deic^ <e', . . . , montrent que ces projections -sont des 
droites pamilèlesj NA , N'A', * ... ; donc l^s pjan^proje^- 
tants sont parallèles entre ei^s^, etpar^uit^, les géi^ér^r 
triées, dans Tespaea se xrouv,ent. toutes parallèles à Tun de 
ces pl^ns. Le paraboloïde; hyperbolique offre donc cette 
propriété remarquable, que toufes ies génératrices ^u^sys- 
tème {A): S0nt parallèles à un même plan aO'X, qui a 
pour équation 




ee plaQ» ;0)i ^out; autre de même directipn , se nomme le 
plan directeur des droites d|i systèpiç (4l). 

Une relation semblable a lifii poujc le$ droites du sys- 
tème (B)§, c^ les âecoQdes .équations (B), (B'), . . . mon* 
treut. q^;'leur^ projections sur YZ sont d^s lignes pa- 
rallèlça l^^l^'^^^^-yàoïkc^es génératrices , dansl'espaçe, 
sont toutes, p^roMèles au plan directeur JO'X, déter- 
miné par Téquation 



=-Vf- 



I 



Observons que les deux plans directeurs se coupent 

9- 
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toujours suivant Taxe OX du paraboloïie, ou suivant 
une parallèle à cet axe , et ils se trouveraient perpendi- 
culaires cntVe eux , si l'on ^vait p =p\ 

172. Deux droites tfHelconques (A) et (A') d\in mânw 
système ne se trmui^ent jamais dans un même -plan. En 
effet, leurs projections sur le plan YZ sont parallèles: 
donc les génératrices en question ne se coupent pas; 
d'ailleurs elles ne aont point parallèles dans, l'espace, 
puisque leurs projections sur XY se coupent nécessaire- 
ment, comme tangentes à une -même parabole * donc des 
deux génératrices ne sont pas dans un même plan. Ainsi 
le paraboloïde hyperbolique, considéré comme le lieu 
des diverses droites (A)^ (A)? C^')? • • •? ^^tune^ surface 
gauche (n^ 149), mais qui offre cette circonstanœ particu- 
lière , que ses génératrices rectîligtres sont toutes parallè- 
les à mi même plan a (XX. - 

Une conséquence analogue a iieu pour les droites du 
système B , qui ne se trouvent jamais deux à deux dans un 
même plan. 
FiG. 04. i^3. Au contraire, une droite quelconque du système 
(A) coupe toutes celles de l'autre système. Cela est évi- 
dent pout* les génératrices (A) et (B), situées toutes deux 
dans le même plan vertical MT, et projetétes suivant NA 
et NB', mais comparons (A) avec (B'). Leurs projections 
sur YZ se rencontrent en E -, et comme en menant de là 
une parallèle à OX, elle n'ira percer le paraboloïde qu'en 
un seul point D p,uisque l'équation de cette surface est 
du premier degré en x^ il est certain que le point projeté 
en E etD, est conmiun aux deux génératrices. D'ailleurs 
l'analyse conduit à la même conséquence ; car, si Ton com- 
bine les quatre équations (A) et (B') du n^ 170, on verra 
aisément qu'elles s'accordent à donner une même valeur 
pour j^, après l'élimination des variables x et z. 
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On démontrerait d'ime manière semblable , que cha- 
que génératrice (B) coupe toutes celles du système (A). 

474. Or , puisque le mouvement d'une droite est com- 
plètement déterminé par la condition de s'appuyer sur 
trois autres droites fixes (n^ i49) , il s'ensuit que si l'on 
fait glisser la génératrice (A) sur (B), (B') et (B"), elle 
ne pourra prendre que les positions (A'), (A"), . . . qui 
déjà rencontrent ces directrices, et ainsi elle décrira le 
paraboloïde kyperboHque. Sous ce point de vue, celle 
surface devient un cas particulier de l'hyperboloïde à 
une nappe (n° ISO), puisque ici les trois directrices (B), 
(B'), ( B^') satisfont (n** 171) à la condition de se. trouver 
toutes parallèles à un même plan AO'X. 

D'ailleurs les mêmes raisonnements font voir que , si (B) 
glissait sur trois droites du système (A), elle parcourrait 
encore le même paral^^loïde ^ de sorte que ce mode de 
génération est double. 

1 7S. Observons enfin que. le mouvement d'une droite 
est aussi complètement réglé, quand on n'assigne que 
deux directrices^ avec la condition que la droite mo- 
bile restera parallèle à un plan donné. En eflbt, si l'on 
coupe les deux lignes fixes par divers plans parallèles au 
plan directeur y et que l'on joigne par des droites les 
points de section de chaque plan, on obtiendra autant 
de positions de la génératrice. 

D'où il suit que le parabdloïde hyperbolique peut en- 
core être engendré par la droite (A) assujettie à glisser 
seulement sur (B) et (B'), et de plus à rester parallèle 
au plan donné aO'X^ car elle ne pourra prendre ainsi 
que les positions (A'), (A"),... qui déjà satisfont à 
ces trois conditions. 

D'ailleurs ce mode de génération, qui est le plus copa.-: 
mode dans \a pratiqijie, est aussi double comme le pré-^ 
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cèdent (n*^ ifli), puisqu'on^ peut produire le même para- 
boloïde eu faisant Hdottvoir la droite {B) sur (A)» et (A'), 
avec la condition» qu-elle demeure "parallèle au plan (U- 

recteur i ex» ^ ^ ' •' 

» 

176-. Réciproquement, lorsquune droite quelconque^ 
A glisse sur demx droites fixes B- et ^non situés dans 
le même plari, en demeurant parallèle à tm plan donné y 
elle engendre toujours un^pâ^rabbloïdeivfperboiique. 

Prenons le plan' directeur donné pour le plan coor- 
donné XY, et choisissons' le> plan XZ pàlrallèle asax deux 
directrices B et B', en laissant arbitiiaiires,' du ^reste^ l'ori- 
gine O et les deux' axes OY, OZ '5 alors les directrices 
rapportées à ceÉ axes obliques, seront représentées évi- 
demment par ' *' V 

(B) y =: hj xz=: az -^ b, 

(B') r = h', x = a'z-hb\ 

La génératrice qui doit être constamment parallèle au 
plan XY, aura des équations de* la fbrttie '• 

(A) 2=7, / =^ a^r -h 6 , 

OÙ les quantités a, 6, y sont des constantes indétermi- 
nées^ mais il faudra y joindre les relations qui expri- 
ment que cette droite mobile rencontre toujours chacune 
des deux directrices , relations que l'on obtient (n^ 25) par 
Télimination des trois variables x^y^z^ entre les équa- 
tions (A) et (B), puis entre (A) et (B'), et qui sont 

(22) h = a («7 -H ^ ) -H ê , 

(23) 'A'=r:a(a'v^-^')+6. 

Les trois constantes a, ê, y se trouvant ainsi liées par 
deux équations , une d'entre elles , par exemple ot , reste 
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arbitraire^ de sorfie que si on lui attribuait diverses va- 
leurs sUccsedsivés «=11 , a = a,. . . , oiï pburràit en dé- 
duire celles de 6 et'^; pùis^ en substituant ces valeffrs 
correspondantes dans les équations {A), on obtiendrait 
successivement telle ou telle position déterminée de la 
droite mobile; mais si au contraire on éKmine a, S, y 
entre les quatre équations (22) , (a3) et (A) , le résultat 
codviendra alors à toutes les positions de cette généra*- 
triée ^ et sera par conséquent Téquation du lieu géométri- 
que parcouru par cette droite. Or , par des soustractions 
évidentes, on élimine aisément 6 et y, et Ton -obtient 

y — /* m a (x — ûz — b)y 
y — h^z=ia.{x — a^z — b')'y 

d'où Von déduit, en éliminant a, 

Cette surface est du second degré, et elle ri admet 
point de centre^ car le terme x^hl-^fi) qui est de de- 
gré im,pair, ne pourra jamais disparaître (n** 94) en 
transposant les axes actuels parallèlement à eux-mêmes, 
puisque ce terme, étant le seul qui soit fonction de x, 
conservera toujours le même coefficient donné (Ji — A). 
L'équation (24) représente donc un des deux parabo- 
loïdes -, et c'est évidemment le /^arafco/oïrfe hyperbolique ^ 
puisqu'en posant a: = 0, on obtient une hyperbole, ce 
qui ne saurait convenir (n** 159) à l'autre paraboloïde ; 
d'ailleurs ce dernier n^admet pas (n^ 169) de génératrice 
rectiligne (*). • ^ 

(*) Si Ton supposait h = h'y Péquation (a4) se décomposerait en deux 
facteurs du premier degré , lesquels représentent deux plans qui se 
coupent. En effet ^ cette hypothèse revient à dire que les deux directrices B 
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177. Si nous n'avions pas voulu offrir au lecteur n» 
exercice de calcul propre à servir de guide dans les cas 
généraux , nous aurions pu arriver à un résultat beaucoup 
plus simple, en choisissant les axes coordonnés d^une 
manière encore plus particulière. En effet, en conservant 
le plan directeur donné pour le plan XY, on peut : 
i^ choisir l'axe OY de manière qu'il passe par les deux 
points où ce plan est rencontré par les directrices B et B! ; 
a?' placer l'origine O au milieu de cette distance (*).^ 
3** conduire le plan XOZ suivant deux droites b et b' me- 
nées par le point O parallèlement à B et B', ce qui dér 
terminera la position de l'axe OX; 4*^ enfin, diriger 
] 'axe OZ de sorte qu'il divise en deux parties égales une 
parallèle à OX tracée dans l'angle bOb' , Avec de tels 
axes obliques, les droites B et B' se, projetteront sur le 
plan XZ suivant des lignes passant par l'origine , et elles 
auront évidemment pour équations 

(B) yz;:i'hhy x=z-haz, 
(B') • y = — h y X =2 — az. 

La génératrice aura encore, des équations de la forme 

(A) z.= 7j x = ^-^^} 
mais potgr qu'elle s'appuie constamment sur (B) et 



et B' sont situées dans un même plan y = hf et alors la génératrice mo^ 
bile, foujpurs parallèle au plan XY, ne peut plus prendre que Pun de 
ces deux mouvements : i^ décrire le plan même des deux droites B et B'; 
2<^ passer constamment pat le point de section de celles-ci , et décrire 
lin plan parallèle à XY. 

{*) H ne faut pas affirmer que cette distance, ou cet axe OY, coînci- 
dera avec la plus courte distance des deux directrices, parce que cela sup- 
poserait que le plan directeur donné est perpendiculaire sur le plan pa- 
rallèle à ces deux droites j ce qui peut ne pas arriver. 
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sur (B'), on trouvera les conditions 

6 =r o , A = aa'jf ; 

de sorte qu'en éliminant a , 6 , y entre les quatre der- 
nières équations, on obtiendra pour la surface demandée^ 

(25) ayz=:hxy 

résultat qui pouvait se déduire de Téquation (34)9 en y 
supposant t = o , J'= o , a' = — a , A'= — A. 

178. Observons que sous les deux formes (24) et (25), 
les plans XY et XZ sont évidemment les deux plans di- 
recteurs du paraboloïde, auxquels les génératrices des 
deux systèmes sont respectivement parallèles (n* i71) ? et 
ici leur int^section OX est seulement parallèle à Taxe 
principal de cette surface : aussi quand on pose ^ = A, 
onjr = ky on trouve pour section une droite unique. 

179. Démontrons encore la réciproque du mode de 
génération indiqué au n° 174, en cherchant Féquation de 
la surface engendrée par une droite mobile A assujettie 
à glisser constamment sur trois droites fixes B, B', B'\ 
qui sont toutes |p:ois parallèles à un même plan : on 
sous-entend d'ailleurs que deux quelconques de ces 
droites ne sont pas dans un même plan , parce que THy- 
potbèse contraire ne conduiimit qu'à trouver le système 
de deux plans dont la position est facile à prévoir d'ar 
vance (n*' 154). 

Prenons le plan XY parallèle aux trois directrices 6, 
B', B", et la première de ces droites pour Taxe OX : dir 
rigeons l'axe OY parallèlement à B', et enfin par le 
point arbitraire O, où. se coupent ces axes, menons-en 
un troisième OZ qui rencontre à la fois les trois direc? 
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trices; alors ces lignes aurtint pour équationa 

(B) ... J-=z:0, Z = 0^ 

(B') x=0, z = hy 
(B") yz=zax^ »=*.. 

La génératrice sera représentée par 

mais pour qu'elle rencontre chacune des directrices, il 
faudi'a (n° 25) y joindre les conditions 

^i=:o, ai^H-7=ro, 6XH-^ = «(aX +7), 

et en raisonnant comme au n** 176, il s'agira d'éliminer 
«, 6, yi (î*,' entre ces ci htf équations. Si d'fl)ord on substi- 
tue led valeur* des trois ^deiniè^es quantités dtftis les équa- 
tions (A), il viendra pouir une position quelconque de la 
génératrice, • . > j» • 

(26) x = a (3 — //}, jr=r — ^— — r-^z; 

puis enfin , éliminant a , on obtiendra pour le lieu géo^ 
métrique cherché , , . 

(27) Afz -\-a{h — k)xz-=z hky. 

Or, dans cette équation du second degré, le poly- 
frôme D (n*^ 95) qui sert de dénominateur «aux coordon- 
nées du centre , se trouve évidemment nul ^ -ainsi' la sur- 
face ne peut être qu'un des deux paraboloïdes , ou bien un 
cylindre (n^ 96).'Ma>îs,» cetier dernière» hypothèse étant 
manifestement incompatiWeJ'avteGia direction des géné- 
ratrvees qui ne sont point parallèles entre elles , il demeure 
cenahvque k surface^ (i7)»feàt un parabàlùïdehyperbdh- 
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tique 9 puisque Tautre paraboloïde n'admet pas (n^ 169) 
de génératrioe reotiligne. 

t80; Exi outre, il «st aisé de reconnaître que les posi-* 
tiens (A), (A'),» (A")'^ i . . de la génératrice .se trouvent 
aussi, comme cela doit arriver dans un paraboloïde, 
toutes parallèles à un même plan. En effet, ces di-* 
verses positions sont représentées par les équations (26), 
dans lesquelles on attribuerait à a, des valeurs arbitraires 
et successives a , a", a*',... : or, si on élimine entre elles, 
la variable z , pour obtenir la projection de la généra- 
trice sur le plan XY, on trouve 

et puisqu'ici le coefficient de x est indépendant de a , il 
s'ensuit que sur XY les projections de toutes les généra- 
trices sont parallèles entre elles \ d'où il résulte que , dans 
l'espace, toutes ces génératrices sont parallèles au plan 
représenté par l'équation 

a(k--h) 

Y = — i -X. 

181 . Observons enfin que dans les deux modes de gé^ 

nération employés n®' 176 et 179, les directrices prises 

deux à deux, comme (B) et (B'), ou (B') et (B"), se 

trouvent coupées en parties proportionnelles par les pcK 

sitions successives (A), (A'), (A"), .... de la génératrice. 

En effet, ces dernières droites étant toutes parallèles à un 

certain plan , on peut mener par chacune d'elles un plan 

parallèle à ce plan directeur , et l'on sait que trois plana 

parallèles divisent toujours deux droites quelconques en 

parties proportionnelles. Cette propriété sert à construire 
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très-simplement un modèle en relief du paraboloïde hy-r 
perbolique, en employant un quadrilatère gauche, dont 
on divise les c6tés opposés en un même nombre de par- 
ties égales , réunies par des (ils : voyez la Géométrie desr, 
criptive, n®* 555 et 566. 
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CHAPITRE IX. 

Théorèmes divers sur la similitude des courbes et des 
surfaces quelconques; sur les sections parallèles 
dans les surfaces du second ordre, etc. 



xi..* » • , l * • 

W 

18Î. Similitude des coubbes. lyeùx courbes d'un de- 
gré quelconque, situées dans le même plan (ou dan's d'e^ 
plans parallèles), sont dîtes semblables et sembla- 
blement placées , lorsque , après avoir pris dans la pre- 
mière un point arbitraire O , et mené divers rayons vec- 
teurs OM , ON , . . . , on peut trouver dans la deuxième Fie. a5. 
courbe un point O' tel que les rayons vecteurs CM', 
(y N', . . . tracés parallèlement aux autres et dirigés dans 
le même sens, aient avec ceux-là un rapport constant; 
c'est-à-dire qu'on doit avoir 



» 



O'M' O'N' 
OM ON 



Lorsque ces conditions se trouvent remplies pour deux 
centres de similitude O et O', il en existe une infinité 
d'autres. En effet, prenons un point I arbitraire, et ti- 
rons parallèlement à OI, la droite OT sur laquelle nous 
porterons une longueur telle que 

OT _ 
alors on démontrera aisément par des triangles sembla- 
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bles, que les rayons vecteurs IM et l'M', IN el TN', . . . 
sont respectivement parallèles et ont entre eux le rap- 
port k: par conséquent les points I et I' seront encore 
deux centres de similitude correspondants. 

i83. Il est bon d'observer que, dans les courbes sentr- 
hiables déforme et de position', lés tangentes aux extré- 
mités de deux rayons vecteurs Homologues OM et CM', 
sont toujours parallèles entre elles. En effet, les trian- 
gles OMN et (XM'N', évidemment semblables, prouvent 
que les sécantes MN et M'N' sont parallèles ; or, conmie 
cette .çelatiop. contini^era de subsister à mesure qu^ les 
ravons ON et O'N' formeront ^avec les droites fixes OM 
et O'M', des angles plus petits, mais toujoi^rs égaux entfc 
e^x, .il s'ensuit que quanjd ces angles deviendront nuls 
ensen^le;, alors les sécantes^ réduites à des tangentes, se 
troiiyproi^t encore parallèles. 

1^4. Si les rayons vecteurs qi^i ^nt proportionnels 
n'étaient pas respectivement parallèles, mais du moins 
formaient des angles égaux avec deux droites fixes OX 
et O'X', de direction différente, les courbes seraient sem- 
blables de forme seulement, et non de position. Alors, 
pour rétablir la similitude sous les deux rapports, il suffi- 
rait évidemment de faire tourner la seconde courbe au- 
U)fjip,4?^ Q/î 4'w^ qu^fttité angulaire marquée par Fangle 
compris entre Içs dro^^ep O^t et Q'X'. ... 

Ei;i^n,,^,;ap]:ès ceUA rotation , pn transp^i^ai^ la fé- 
conde, co^rbe parallèlement àjeUç-même^ de manière à 
faire coïncider le point O' avec O, les deux courbes sem- 
blables deviendraient concentriques j quant à leur centre 
de similitude. 

185. Pour exprimer analytîquement les conditions de 
la similitude déforme et de position, représentons par 

(l) F(^, j)=r0, (2) F(x',j')=0, 
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leséqvatâoiudeadeux courbes rappprtée^ iiu]| mêmes ftoqss» 
^elboncpuBS'OX, OYf alors, .eu adoptant :pour oeixieéeFiG, ^5. 
similitude de la première /€Ourbe.l!origiiiaeiiû des< cdoiv* 
donuëes ^ ; U devra eiiister dans. Ja^^eoctnde tîin ; centre: edxw 
rfsspoudan^ O'^ 4ont nous* d«$igner.6iisiilea.eQbrdimBëe8 
inconnues par a, S* Or les triangtes aemblables MOPiet 
M'O'P' montrent qu'on exprimera ^complètement la^pro^ 
portionnalité et le parallélisme des rayons OM etO'M', 
en posant les deux conditions .. ■.:,..) 

ou bien 

(3) -— - = *. (4) ^-—-=k, ■ 

dans lesquelles k est une constante inconnue , mais essen- 
tiellement positivée ^ à moins qu'oi^ ne voulût admettre 
une similitude inverse, dans laquelle les rayons vecteurs 
pir<^ortionnels auraient des directions .précisémentî oon* 
traires \ car, dans ce cas , les numérateurs des fraetiona (3) 
et (4) devraient être remplacés par a — x' et 6 — y\ ce 
. qui reviendrait à supposer k négatif. 

Cela posé y puisque les coordonnée! des deux courbes 
semblables (i) et (2) doivent avoir entre elles les rela- 
tions (3) et (4) , si Ton tire de ces dernières les valeurs 
de X et jTy pour les substituer dans (i), le résultat 



(') K'-^' '-^)=« 



devra ée trouver identique avec Téquation (2) ^ car Tune 
et'Fautre expriment une relation entre les coordonnées 
de la seconde courbe rappoi'tée aux mêmes axes. Il faudra 
donc, dans chaque exemple, ordonner et identifier les 



l|4 GHAFITRX IX. - • 

écjuaùons (2) et (5)^, puis, voir si Ton peut satisfidre aux 
conditions qu'amènera cette opération, par des valeurs 
réelles et finies des constantes inconnues a, 6 et A. Tou- 
tefois; la. dernière; de ces quantités peut être imaginaire, 
sans que la similitude cesse d'exister sous le rapport ana-» 
ly tique, ainsi que nous le verrons plus loin, dans les hy- 
perboles conjuguées (n^ 190). 

486. Appliquons cette marche à deux courbes du se- 
cond degré , représentées par 

(6) Aj' -h Bxx -+^ O^ -H Dr -h E^ -»- F = o, 

(7) A>'^ -H B'xy -h C'x" -f- DY -h E'x' 4- F' =r o. 

En substituant dans la première , pour x et y , leurs va- 
leurs tirées des relations (3) et (4) , il vient 

(8) Â./' -^ B<r'+ Gr'»-hy (Dit— 2 A6—Ba)'-h^ (EJt— ïxCa— B6) 

+ (A6' 4- C<x? 4- Ba6 — km — itEa + FA') = o, 

équation qui , devant être identique avec (7) , exige que 
Ton ait les cinq relations 



(9) 


A B , . 
.V = B" . ■ ('°^ 


A 

A' 


C 

9" 


0») 


A Dk — 2A€ — Ba 
A' D' 




■ 


(.2) 


A EX^ — 2Ca -~ B6 




• 


A' "" E' ' 




(i3) 


A ^ A6' H- Ca» 4- Ba6 - 


-AD6 


— XEa 4- F^^ 


A'"" 


F' 





mais comme il y entre trois inconnues a , S et & , les con - 
ditions de similitude , proprement dites , seront au nom- 
bre de deux, qui s'obtiendront par l'élimination des in- 
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connues^ et d'après Tordre adopté ci-dessus, ce sont les 
équations (9) et (10). Les trois autres serviront à déter- 
miner a, 6 et Af, c'est-à-dire le centre et le rapport de si- 
militude , conune nous Pexpliquerons bientôt. 

187. Il résulte des conditions (9) et (10) que deux cour- 
bes du second degré sont semblables et semblablement 
placées, quand les coefficients des trois termes du second 
ordre j sont respectivement proportionnels dans les deux 
équations ; et comme en posant 

A — — — L — ^ 
■^ A' "" B' ~ C" 

il en résulte 

B» — 4AC =r A»(B'^ — 4A'C'), 

on voit que ces binômes caractéristiques se trouveront de 
même signe , c'est-à-dire que les deux courbes semblables 
seront toujours du même genre. 

D'ailleurs, si Ton conçoit la courbe (6) rapportée à ses 
diamètres principaux, on aura évidemment 

B = o, D = o, E = o; 

■ 

et pour que la seconde soit sembla^e , il faudra admettre 

que 

A C 

B' = o, et p = ^, 

ce qui exprime évidemment que les deux axes de cc//r-ci 
sont parallèles à ceux de la première, et que les uns 
sont proportionnels aux autres, 

188. Dans le cas de deux paraboles, si l'on conçoit la 
première rapportée à son axe principal et à son sommet, 
on aura dans (6) / 

B = o, C = ô, D = o, F = o, 

10 
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et pour satisfaire aux conditions (9) et (10) , il faudra ad' 
mettre que 

B' = 0, C = o, 

ce (jui indique que l'axe de la seconde parabole est paral- 
lèle à celui de la première , mais ne fait rien connaître sur 

A 
la valeur du rapport — . D'où il suit que deux paraboles 

A. 

dont les axes se trouvent parallèles j sont toujours sem- 
blables de forme et de position , quels que soient leurs 
paramètres* 

n en résulte aussi que deux paraboles quelconques sont 
toujours semblables, du moins quant à la forme, puis- 
qu'on peut (n° 184) faire tourner Tune de manière à 
rendre les axes parallèles entre eux. 

189. Revenons maintenant aux équations (6) et (7), 
relatives à des axes quelconques , et en supposant rem- 
plies les conditions (9) et (xo), calculons les inconnues 
a , 6 , Xl. Si , pour simplifier, on pose 

A^_B _C_ 

A'~.B'"~C" 

les équations (11), (12), (i 3) deviendront 

(i4) 2A6 4- Ba = D^ — D'A, 

(i5) 2Ca -^ B6 = E^ — E'A, 

A6» + Ca» -+- Ba6 — D6/t — Ea>t = F'A — F>t% 

dont la dernière, combinée avec les autres, peut être 
remplacée par la suivante qui est du premier degré 

en a, 6 : 

{16) 6 (Dit -f- D'A) -H a(Eit -h Z'h) = 2(F/t» — F 'A). 
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Alors on tire de (i4) el (i5) les valeurs 

{•7; «- B^ - 4AC ' 

,0. g _ B(E^~E^A) - 2C(D^ - D^A) 
^ ^ B' — 4AG ' 

puis , en substitiiant dans (16), on obtient , après tpseU 
ques réductions, une équation du second degré à deux 
termes , qui donne 

, 4 /~ âF(B"-> 4A^C0 ^E'iBTy-iiA.'E') - D^B^E^— aC^DQ 
(«9) *- V^- aF(B»-4AC) -E(BD - aAE ) -D(BE ^aCD )' 

Cette valeur unique, puisque (n® 185) on doit prendre À 
positivement, ne fournira , dans les expressions de a et 6^ 
qu'un centre unique qui corresponde à l'origine O des 
coordonnées , adoptée pour centre de similitude de la pre- 
mière courbe -, mais pour que a et 6 soient réels , il fau- 
dra en général que k soit aussi réel, condition qui ne 
dépendra point de la quantité numérique A, toujours po- 
sitive, si Ton a eu soin de rendre tels les coefficients 
A' et À. 

190. Toutefois , observons que le rapport de simili- 
tude k pourrait être imaginaire, et a, S réels , si dans les 
expressions (17) et (18) le coefficient de Ti se trouvait nul : 
et pour faire comprendre comment , dans un pareil cas , 
les conditions analytiques de la similitude continuent 
d'être remplies, nous citerons l'exemple de deux hyper- 
boles conjuguées^ représentées par 

à^y'^ — b^x^ -t- a}b^ = o, 
a^j'î— b^x^^ — a^^ = o. 

Ovl trouvera ici 

«=r0, 6 = 6, k = \/ — î , 



10. 
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ce qui indique que les deux centres de similitude coïncî-' 
dent avec le centre de figure commun aux deux courbes. 
Or, si de ce point on mène deux rayons vecteurs paral- 
lèles , terminés respectivement aux deux hyperboles , on 
verra que Tun est imaginaire quand Fautre est réel , et 
réciproquement ; mais en calculant leurs expressions ana- 
lytiques, on trouvera qu'elles sont de la forme 

de sorte qu'il sera vrai de dire que leur rapport est con- 
stant et égal à y' — i . 

191 . Les diverses sections parallèles faites dans une 
même suffuce du second ordre ^ sont des courbes sem- 
blables de forme et de position. Considérons d'abord les 
surfaces douées d'un centre , et combinons leur équation 
générale 

(20) Px* -h Py + P'V = H 

avec celle d'un plan quelconque 

(21) z :=: ax -^ by -^ 9. 

En éliminant z , la courbe d'intersection , projetée sur le 
plan XY, sera représentée par 

(22) (P -h PV):c» 4- (P' 4- l?"b')x' -f- nV'abxy 
-h 2P''û^jp -f- 2V"b$x 4- P"^» — H = o ; 

et pour obtenir la section faite par un autre plan 

z = ax -^ by -j- ^', 

parallèle au plan (21), il suffirait évidemment de rempla- 
cer â par â\ dans l'équation (22). Or ce changement 
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n'altérant pas du tout les coefficients des termes du second 
degré qui sont ici indépendants de â^ il s'ensuit que les 
conditions (9) et (ïo) du n® 486 se trouveront bien véri- 
fiées; et par conséquent (Jig» ^5) les projections MU . ..^^^' ^' 
et M'N'. . . des deux sections parallèles ^ero/if^emft/lflft/e^ 
déforme et de position. J'ajoute qu'il en est de même 
de ces courbes dans l'espace \ car si , par les rayons vec- 
teurs parallèles OM et O'M', ON et O'N', . . . , on mène 
des plans verticaux , ils couperont évidemment les plans 
des deux sections suivant des droites parallèles deux à 
deuXj et que je désigne par om et oW, on et oW, . . . En 
outre ^ il est facile de voir que l'on aura entre ces droites 
et leurs projections les relations suivantes (n*^ 67) 

OM = om . CCS a , ON = on . ces 6, . . . , 
O^' = oW.cos a , O'N' =r oV.cos 6, ... ; 

mais comme la similitude des deux courbes MN ... cl; 
M^N'. . . donnait les rapports égaux 



OM ON 



O'M' O'N' 



= X, 



on conclura des égalités précédentes la. nouvelle suite de- 
rapports égaux 



om on 



o'/w' oV 



ce qui démontre bien la similitude de forme et de posi- 
tion , pour les courbes nin. , . etm'n\.. situées dans l'es- 
pace. 

192. Pour trouvei* le lieu des centres de toutes'i^es sec- 
tions parallèles au plau (21)9 observons que le centre d'une 
courbe dans l'espace se projette toujours sur le centre de 
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la projection. Or, celui de la courbe (22) sera donné, 
CQlniiiJa pour une surface du sedond d^ré (n*^ 9S1) , en éga« 
lant k zéro les déniées relatives à a: et ky^ c'est*-à-dire 
par les équations simultanées 

(23) (P -h P'V)j: + P'^abjr + p'W = o, 

(24) (F -h V"b')x + P"«^f + P''^^ = o ; 

puis , en y joignant Téquation 

(21) z =z ajs -h bjr -\^ S 

du plan sécant, dans lequel doit être évidemment situé 
le centre cherché , on pourrait calculer les trois coordon- 
nées du centre de la section qui , dans Tespace , répond à 
une valeur donnée de c^. Mais si , au contraire, on élimine 
cette constante , variable d'une section à une autre , entre 
les équations (21), (28) et (24), on obtieQdra le lieu de 
tous les centres des sections parallèles ^ or, en tirant de 
(2 1) la valeur de â pour la substituer dans (28) et (24) , on 
trouve 

(25) Px 4- V^'az = o , 

(26) vy 4- J?''bz = 0, 

c'est-à-dire une droite passant par l'origine <les coordon- 
nées, qui est ici le centre de la surface (20) : donc le lieu 
des centres de toutes les sections parallèles est un dia- 
mètre de la surface, 

193. Il est bon d'^observer que ce diamètre est conju- 
gué avec celui des plans sécants qui passe par le centre 
de la surface. En effet, les équations précédentes revien-'. 
oient à- 

P"fl P"6 

X z=z — — --- z =z mZy X = ^fj- ^ = ^^x 
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et réquation du plan diamétral conjugué avec ce diamè- 
tre , étant en général (n** lOS) de la forme 

d^ d^ d^ 

ojc djr dz 

elle deviendra pour la surface (20) , 

Vmx -h PV -^ P"« = o; 

puis , par la substitution des valeurs précédentes de m et 
de n , elle se réduira à 

^ =^ ûj? H- by^ 

qui représente bien un plan parallèle à celui de l'équa- 
tion (lii). 

194. Lorsque le plan sécant (ai) a une direction pro- 
pre à donner des sections paraboliques , on pourrait se de- 
mander comment les centres de ces courbes se trouveront 
sur le diamètre (sS) et (26) ; mais si Ton chercbe la con- 
dition nécessaire pour que Féquation (22) représente une 
parabole, on verra qu'elle rend en même temps ce dia- 
mètre parallèle au plan sécant , de sorte que leur rencon- 
tre , qui aurait dû donner le centre de la courbe y n'a ef-* 
fectivement lieu qu'à l'infini. 

195. Quant aux surfaces dépourvues de centre, qui 
sont toutes deux comprises dans l'équation 

(27) />y + pz" ^ pp'xy 

la section faite par un plan quelconque 

(28) X z=: by -Jr cz -ir By 

aura pour projection sur le plan YZ , 

(29) /?y 4* /?«' — pp'h — pp^*^^ — pp'^ = o ; 
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et puisqu'cii faisant varier â seulement, les coefficients 
des termes du second ordre né changent pas , on en con- 
clura , comme au n** 191 , que les sections parallèles sont, 
dans Fespace, semblables et s emblablement placées. 

196. Le centre de la courbe (29) sera déterminé par 
les dérivées de son équation , égalées à zéro , savoir 

(3o) 2/ — pb = 0, 

(3i) , 2,z — p'c = o ; 

et le centre de la secfion dans Tespace s'obtiendrait en 
joignant à celle-ci Téquatiom du plan sécant ; mais puis- 
qu'il faudrait (n^ 192) éliminer entre elles la constante i 
pour avoir la ligne des centres , il s'ensuit que cette ligne 
est déterminée par les équations (3o) et (3i), qui se trou- 
vent ici indépendantes de i. Or, comme ces équations 
représentent une droite parallèle à Taxe OX du parabo- 
loJide , on doit en conclure que le lieu des centres des sec- 
tions parallèles est encore un diamètre de la surface , 
d'après ce que nous avons prouvé au n^ 167 sur les dia- 
mètres des paraboloïdes. 

197. On verra aisément qu'ici le diamètre, lieu des 
centres, a son plan diamétral conjugué situé à une dis- 
tance infinie , et que ce diamètre disparait lui-même lors- 
que le plan sécant a une direction propre à donner des 
sections paraboliques. En effet, pour obtenir de telles 
courbes , il faudrait (n*** 159 et 163) rendre le plan sécant 
(28) parallèle à l'axe OX , ce qui s'effectuera en posant 

b — ^ c— - § — - 
a a (i 

et ensuite « = o • mais comme cela revient à faire è == qd 
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et c =::: 00 , on voit qu'alors le diamètre représenté par les 
équations (3o) et (3i) s'éloigne tout entier à Finfini. 

198. On peut déduire de ce qui précède, un mode de 
génération commun à toutes les surfaces du second degré, 
et qui en fournit la définition la plus propre à se prêter 
aux constructions graphiques de la Géométrie descriptive. 
Concevons que dans une eUipse ABDE, on ait tracé un Fie. 06. 
diamètre quelconque AD, et Tune de ses coides conju- 
guées BE : puis que , dans un plan passant par cette corde 
et incliné d'une quantité arbitraire sur le premier, on ait 
construit une seconde ellipse BCE ayant pour diamètres 
conjugués la corde BE et une ligne quelconque sOC^ alors, 
si l'on fait mouvoir cette dernière ellipse parallèlement à 
elle-même, de manière que son centre O parcoure la 
droite AD, et que, ses diamètres conservant un rapport 
constant, le premier devienne successivement égal aux 
diverses cordes B'E', B"E",. . ., on engendrera une sur- 
face qui sera évidemment un ellipsoïde , puisqu'elle sera 
le lieu de sections parallèles , semblables entre elles , et 
ayant leurs centres sur le diamètre AD, lequel sera con- 
jugué avec le plan mené par le centre O'', parallèlement 
à l'ellipse mobile. 

Si, d'ailleurs, on veut confirmer cette conséquence 
par un calcul direct , on imaginera trois axes coordonnés 
obliques , menés par le centre O'', parallèlement à OA , 
OB , OC \ l'ellipse directrice sera représentée alors par 
les équations 






a' 



et Tellipse variable par 
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mak pour qu'elle ait un point commtm avec la pre- 
mière , et que ses diamètres conservent un rapport con- 
stant , il faudra j joindre les relations 

a' b '» 

alors, en éliminant de ces quatre équations les con- 
stantes vatiables a, i', c', on arrivera aisément à 

X^ yî ;ja 

i99. Pour obtenir, par ce mode de génération, les 
deux liyperboloïdes , il suffirait de remplacer l'ellipse 
directrice ABDE par une hyperbole dont AD fut un dia- 
mètre imaginaire, ou bien un diamètre réel. Quant au 
paraboloïde elliptique, il faudrait prendre pour direc- 
trice une parabole \ et si en même temps on substituait à 
la génératrice BCE une hyperbole dont BE fût le dia- 
mètre réel, on obtiendrait le paraboloïde hyperbolique. 
Seulement il faut observer , dans ce dernier cas, que l'hy- 
perbole mobile arrivée en A se réduirait à ses asymptotes , 
et qu'au delà, la corde BE = 2J' devenant imaginaire^ 
l'hyperbole se renverserait. Eh eflet, ses diamètres aJ' 

et 2c' ^ — I devant conserver un rapport constant , le se- 
cond deviendra ac' quand le premier se changera en 

26' ^ — I : ces circonstances sont d'ailleurs conformes i 
la nature du paraboloïde hyperbolique. (Voyez la Géo- 
métrie descriptive ^ n^ 89.) 

200. Similitude des surfaces. Deux surfaces d'un 
degré quelconque sont dites semblables déforme et de 
position, lorsque, après avoir mené dans la première 



THÉORÈMES SUA LA 91X1UT0DB DES COURBES, etC. l55 

divers rayons vecteurs parunt tous dW même point 
arbitraire, on peut trouver dans la seconde un point 
tel que les rayons vecteurs de cette surface , dirigés paral- 
lèlement aux premiers et dans le même sens , aient avec 
ceux4à un rapport constant. 

D'après cda, si les surfaces rapportées aux mêmes 
axes coordonnés sont représentées par 

F(x, /, «)= o, r{a:\ y\ z') = o^' 

et si l'on désigne par (a, 6, y) le centre de similitude 
qui 9 dans la seconde surface , correspond à l'origine des 
coordonnées prise pour centre de la première , on verra 
aisément , comme au n^ 1 85 , que les conditions du pa- 
rallélisme et de la proportionnalité des rayons vecteurs 
sont exprimées analytiquement par les relations 

x' — (x. r'--6 z' — 7 
(32) = /', -=:it, ^ = ^; 

^ ^ X y z 

de sorte qu'en tirant de là les valeurs de a: , j^, z , pour 
les substituer dans F (jc , ^, z ) = o , le résultat devra 
pouvoir être identifié avec F' {x\y\ z') = o. 

201 . Si l'on applique cette marche à deux surfaces du 
second degré , représentées par 

(33) Aj:»-+-AV*-|-AV-f-Br«-HB'jr5H-B''a:r-hCarH-C'r-+-C''5-t-E = o, 

(34) a** -h a>* -h « *£• -+- hyz H- h'xB -+- h "xjr -4- car -h c'y -h c"* -|- e = o, 

on trouvera, pour établir l'identité comme au n^ 186, 
neu^équations dont les cinq premières , savoir , 

seront indépendantes des inconnues (x, 6, y, Jin, et par 
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conséquent exprimeront les véritables conditions de la 
similitude^ les qi^tre dernières serviront à déterminer 
ces inconnues, quand les conditions (35) seront remplies. 

202. On prouvera aisément, comme au n*^187, que 
les relations (35) expriment que les deux surfaces (33) 
et (34) ont leurs axes principaux respectivement pa- 
rallèles et proportionnels. H en résulte évidemment 
que deux jjjwimètres menés dans ces surfaces sous la même 
direction, auront leurs plans diamétraux conjugués pa- 
rallèles Tun à l'autre. 

203. Quand les deux surfaces (33) et (34) satisfont 
aux conditions de similitude (35), et qu'elles se cou- 
pent, la ligne d'intersection est toujours plane. En effet, 
si l'on pose 

A _A^_ 
a a 

et qu'on multiplie l'équation (34) par h , pour la re- 
trancher de (33), il restera 

(C — ch)x H- (C — c'h)y + (C" — c"A)z + E — M = G ; 

équation dun plan qui, combinée avec une des deux 
proposées , devra donner tous les points communs aux 
deux surfaces : mais si ce plan ne les rencontre pas , l'in- 
tersection sera imaginaire. 

On peut d'ailleurs observer que le plan de la courbe 
de section se trouve parallèle au plan diamétral qui, 
dans Tune ou l'autre surface , est conjugué avec la droite 
menée par les deux centres^ et pour s'en convaincre 
plus aisément, on supposera que les axes coordonnés 
sont choisis parallèles aux axes principaux, ce qui ne 
change rien à la situation relative des surfaces. 
FiG. 27. 204. Lorsque deux surfaces d'un ordre quelconque 
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sont semblables de forme et de position, et que leurs 
centres de similitude coïncident en O, si on les coupe 
par deux plans parallèles MNP, M'N'P', dont les dis- 
tances au point O soient dans le rapport i : k des rayons 
yecteurs homologues , les sections ainsi obtenues seront 
nécessairement des courbes semblables. En effet, les 
rayons OM, ON, OP, . . . menés aux différents points 
de la section faîte par le premier plan, sont Rencontrés 
par le second en des points qui donnent évidemment 
les relations 

OM'""ON' k' 

et par conséquent les points M', N', F, . . . . sont bien 
sur la deuxième surface. D'ailleurs, en projetant ces 
rayons parallèlement à une droite quelconque Oco'o), on 
aura aussi entre les projections , les rapports 

G>>M 6>N I 



donc les deux sections sont semblables, et leurs centres 
de similitude sont en ct> et (ù\ 

205. Supposons en outre que les surfaces en question 
soient du second degré, que O se trouve leur centre de 
figure, et que la droite arbitraire Ow'co soit le diamètre 
conjugué avec le plan diamétral parallèle aux plans 
sécants : les points o) et w' deviendront (n** 193) les cen- 
tres de figure des deux sections. Mais le plan MNP cou- 
pera la seconde surface suivant une courbe mnp sem- 
blable avecM'N'F (n*^ 191), et par conséquent semblable 
avec MNP, et dont le centre sera en &>. D'où il résulte 
que deux surfaces du second ordre, concentriques et 
semblables de forme et de position y sont coupées par un 
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même plan quelconque suivant des courbes seinblables , 
semblablement placées et c(moentriqiu3s. 

Cette proposition s^applîque avec avantage dans plu- 
sieurs questions de Géométrie descriptive, et entre 
autres à Thyperboloïde comparé avec le cône asymptote 
qui lui est semblable (n^ 138); on en conclut que, pour 
trouver le centre et V espèce de la section que produira 
dans la prunière surface un plan sécant donné, il suffit 
de chercher le centre et Tespëce de la section produite 
par le même plan dans le cône asymptote, ce qui offre 
une construction facile, et quelquefois la seule prati- 
cable. 

206. On s'appuie souvent aussi, dans la Géométrie 
descriptive, sur une propriété des surfaces du second 
ordre qui ne suppose nullement leur similitude, et dont 
voici l'énoncé. 

Lorsque deux surfaces quelconques de cet ordre se cou" 
peut suivant une courbe plane ^ laquelle est par consé- 
quent du second degré, il existe en général une autre 
ligne d'intersection, puisque la combinaison des équa-^ 
tions des deux surfaces conduirait à un résultat du qua- 
trième degré : or, cette seconde section est également 
plane ^ et c'est ce qu'on exprime en disant que , quand la 
COURBE d'entrée cst plane y la courbe de sortie Fest 
pareillement. 

Fbur justifier cette assertion , il ne snflGbrait pas de dif*e 
que l'équation finale du quatrième degré résultant de 
l'élimination d'une des variables, devra, dans l'hypo- 
tliMèse admise, se décomposer en deux facteurs dont un 
j^avtiemifi à la courbe d'entrée , et dont l'autre soit par 
conséquent aussi du second degré : car cela prouverait 
seulement que la courbe de sortie 5e projette suivant une 
ligne du second ordre, mais ne ferait rien connaître de 
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certain sur la nature de la section dans Tespace. Conce» 
voais donc les deux surfaces rapportées à tit>is plans coor*^ 
donnés, dont un, par exemple le plan XY, soit celui de 
la courbe d'entrée commune aux deux surfaces (*); et 
dans cette hypothèse, représentons leurs équations par 

(36) Ax*-hA>»-+-AV-+-Elr*-HB'x«H-B''jiry-+-Cr -j-Oh-C^H-Esso, 

(37) «ar* -*- a(r* -+- « V-h hys-h Vxz -f h'xy -f cjt -h c'y H- <? *« 4- c =0. 

* 

Il devra exister alors , entre les coefficients, certaines re- 
lations provenant de ce que les deux surfaces ont une 
courbe commune située dans le plan XY \ en effet , si 
Ion pose z = o , il faudra que les deux équations 

A^* 4- Ay -h W'xy -4- O -f- Cr H- E = o, 
aa^ + û'/* -f- h^xy -|- ex + c'y -f- ^ = o, 

soient identiques, et par conséquent les coefficients de 
Tune ne devront différer de ceux de Fautre, que par un 
certain facteur commun X ; ainsi on aura nécessairement 
les conditions 

(38) K = ak, A! — a'\, B" = *"X, C = a, C' = c'X, E=:a. 

Cela posé, pour obtenir Tintersection complète des 
deux surfaces (36) et (37), combinons leurs écpations, 
en multipliant la seconde par X et la retranchant de la 
première ; il restera , en ayant égard aux relations (38), 

(39) (A''— «n)z»4. (B — h\)yz-^ (B'— h'\)xz 4- (C"— </'\) z =0 . 

Cette équation représente une nouvelle surface qui con- 
tient encore tous les points communs aux proposées j et 



''^*^— ^^■^'^"*^^^— ^■— *^— — ' ■ '■ ' l^»--B U l ^^y^i— ^ mmi^ ^ iM^^ 



{*) Cette démonstration , remarquable par sa simplicité et sa rigueur^ 
est due k M. Biaet, aiati que la remarque du n^ JMI9. 
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qui, combinée avec Tune d'elles, fera connaître les di- 
verses branches de Tintersection cherchée. Or Téqua- 
tion (39) se décompose en ces deux-ci 

z = o, 

(4o) (A'' — a''>)2 + (B — ô%^-(B' — ^'X)^4-(C''~c"X) = o, 

dont la première fera retomber sur la courbe d'entrée; 
tandis que la seconde, qui représente évidemment un 
plan, ne pourra donner par sa combinaison avec (36) 
qu'une courbe de sortie plane * 

207. Toutefois il peut arriver que cette seconde sec- 
tion n'existe pas ; car, si les coefficients des trois variables 
dans l'équation (4o) étaient nuls ensemble, ce plan se 
trouverait tout entier à une distance infinie, et l'on ren- 
trerait dans le cas du n^ 2Q3, puisque les surfaces satisfe- 
raient évidenmient aux conditions de la similitude. 
D'ailleurs, sans admettre ces hypothèses très -particu- 
lières, s'il arrive que le plan (4o) ne rencontre pas la 
surface (36), la courbe de sortie sera imaginaire; mais 
toutes les fois qu'elle existera, elle sera plane. 

208. Il est un cas particulier qui offre une circonstance 
remarquable : c'est celui où l'équation (4o) se réduirait 
d'elle-même à 

(A" — a"\)zz=z o ou a = a, 

ce qui ferait coïncider la courbe de sortie avec la courbe 
d'entrée. Alors il ne faut pas croire que les deux surfaces 
proposées se coupent suivant une seule branche plane , 
comme cela arrivait dans le cas de la similitude (n^ 203) ^ 
mais , à cause des deux racines égales qu'admet l'équa- 
tion (89) réduite ici à 5' = o, on doit dire qu'il y a deux 
branches d'intersection réunies ensemble , et qu'ainsi les 
surfaces sont tangentes entre elles tout le long de cette 
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courbe commune. Dans ce cas , les deux surfaces sont dites 
circonscrites Fune à Vautre le long de la courbe située 
dans le plan XY, comme un cylindre ou un cône est cir- 
conscrit à une sphère le long d'un cercle. 

209. Observons enfin que quand deux surfaces quel- 
conques du second ordre ont un plan principal de com- 
mun ^ quelle que soit d'ailleurs la position des axes prin- 
cipaux, la ligne d* intersection est toujours projetée sur 
ce plan principal suivant une courbe du second degré. 

En effet, si Ton conçoit les deux surfaces rapportées 
à trois plans coordonnés rectangulaires, dont un, par 
exemple le plan XZ , coïncide avec le plan principal qui 
est commun aux deux surfaces, leurs équations ne de- 
vront alors renfermer (n** 101) aucune puissance impaire 
de la variable y^ et seront de la forme 

Ax" -f- Ay H- A'V -h B'.r2 -f- Cx 4- C"z -f E = o , 
€ix^ -4- a'x^ -f- a'V -h b^xz -f- cr -|- c"z-^ <? = o ; 

de sorte que si on les retranche , après les avoir multi- 
pliées respectivement par a et A', la coordonnée y se 
trouvera éliminée, et il restera une équation du second 
degré pour la projection de l'intersection sur le plan XZ. 
Cette remarque peut servir dans V Épuré relative à l'in- 
tersection de deux surfaces de réi^olution dont les axes 
se rencontrent^ puisque alors tout plan méridien est né- 
cessairement un plan principal, et que celui qui passe 
par les deux axes , est évidemment commun aux deux sur- 
faces proposées. 



1 1 
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Des Sections circulaires dans les surfaces du second 

ordre. 



210. Il s'agit d'examiner si toutes les surfaces du se- 
cond ordre peuvent être coupées suivant des cercles , par 
des plans convenablement inclinés \ et comme , dans ces 
surfaces, les sections parallèles entre elles sont toujours 
semblables j il suffira de chercher parmi tous les plans 
menés par un même point, le centre ou le sommet, quels 
sont ceux qui donnent des sections circulaires. 

211. Les surfaces douées d'un centre sont représen- 
tées par l'équation générale 

(i) Vx" -+- Py -h V"z^ = 4- H, 

où nous supposerons toujours que H a été rendu positif, 
et qu'il existe entre les coefficients des variables , les rela- 
tions de grandeur 

(2) P>P'>P^ 

Lorsque ces relations qui n'excluent pas régalité, et où. 
nous tenons compte des signes de P, P', P", ne seront 
pas vérifiées par l'équation donnée , il suffira d'y rempla- 
cer X par j^ ou par z , pour retomber sur l'hypothèse ac- 
tuelle : et comme d'ailleurs un, au moins, de ces coeffi- 
cients doit être positif, ce sera P qui remplira toujours 
cette condition ; de sorte que les longueurs absolues des 
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axes ou diamètres principaux, seront données par les 
équations 

(3) 1 = "% 5 =±6% p=±c'. 

212* Cela posé , si nous menons par le centre , qui est 
ici l'origine des coordonnées , un plan quelconque , et que 
nous voulions obtenir la section même , et non pas seule- 
ment sa projection , il faudra recourir aux formules éta- 
blies n** 85 5 savoir, 

jp = jr' cos f H- J^' C08 . sin f , 
j^ = jî' sinf — j' cos ô.cos y, 
z =r j^' sin , 

où les coordonnées x\ y\ sont parallèles aux deux axes 
rectangulaires OX', OY', situés dans le plan sécant 
{^fig* i5), et dans lesquelles 6 désigne Tinclinaison de ce 
plan sécant sur le plan XY, et 9 Tangle que forme sa trace 
avec Taxe OX. En substituant donc dans (i), et suppri- 
mant les accents , il vient 



(4) Pcos'ç 



Fsin» 



x^ + 2PCOS f ftin f cos 6 
— 2P'cos f sin ^ cos 



d?xH-Pco**Osin*y 
-hFcos'Ôcos*^ 
^F^sin^e 



r'=H. 



Pour que cette équation en coordonnées rectangulaires 
représente un cercle , il faut et il suffit que le rectangle 
des variables disparaisse , et que les carrés aient des coef- 
ficients égaux; on doit donc satisfaire aux conditions 

(5) (P — FJsiny cos©cose = o, 

(6) Pcos^ (j) -hP'sin>=cos«e(Psin*ç +P' cos^+P'^sin^ 0. 

Or, comme P et P' sont en général inégaux, on ne peut 

n. 
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vérifier la première que de trois manières : 

sin f = o , cos ^ = o , ou cos = 0. 

L'hypothèse sin 9 = o , réduit l'équation (6) à 

p' _f. P'^ tangue 

P = P' cos^O 4- P"sin'0 = — ; ^, 

I + tang'9 

d'où Ton déduira la valeur de tang 6, que nous emploie- 
rons de préférence au sinus , parce que les résultats seront 
plus symétriques et plus simples à discuter : puis, ec opé- 
rant de même pour les deux autres hypothèses , on obtien- 
dra les trois systèmes de valeurs qui suivent : 



(7) 



/P' — P 
sin (p = o avec tang ô = ±: y pZTp^ » 

— V P' P' 



(8) cos «p =: O tang 9 

/p— .p^ 

(9) cos e == O tang f = ±: y ^, _^ ' 

Dans le premier système, le plan sécant passerait par 
Taxe OX^ dans le second, qui se déduit du premier en 
changeant P en P', le plan passe par OY ; et enfin il passe 
par OZ dans le troisième système , qui se déduit du second 
en y changeant P*^ en P". 

D'ailleurs , si nous négligeons , dans Féquation (5) , la 
solution fournie par Thypothèse particulière P — P' = o , 
c'est qu'elle conduirait évidemment dans (6) au même ré- 
sultat que les formules ( 7) et (8) quand on y pose P = P'- 

213. Maintenant, la discussion des valeurs obtenues 
pour les angles et y, devient bien facile par les con- 
ditions (2) admises précédemment -, car on voit tout de 
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suite que les formules (7) et (9) sont nécessairement ima-^ 
^noires, quand P, P', P", sont inégaux, et qu'elles ne 
donnent rien de plus que les formules (8), lorsque quel- 
ques-uns de ces coefficients sont égaux entre eux. Il ne 
reste donc , pour déterminer un plan sécant propre à 
donner des sections circulaires , que les valeurs 



/p p/ 

(8) cosf = o, tango =± y ^r^^i, ^ 

lesquelles montrent que ce plan doit passer par Vaxe OY, 
et qu'il peut avoir deux positions symétriques , repré- 
sentées par la double équation 

/p p' 

(lo) z=zx liiTi^^^ =±x y^f—^'y 

mais il importe d'examiner quel est , dans chaque surface 
douée d'un centre, celui des dianxètres principaux qui 
coïncide avec l'axe OY par lequel doit passer le plan sé- 
cant. 

214-. Ellipsoïde. Ici les trois coefficients P, P', P'', 
sont tous positifs , et la condition admise 

P>P'>P'' revient à «<6<c; 

de sorte que le diamètre principal ai qui coïncide avec OY, 
est Vaxe moyen de l'ellipsoïde \ d'ailleurs l'inclinaison du 
plan sécant devient 



tangô^dr-y/j,-^,, 



quantité facile à construire 5 mais il vaudra mieux déter- 
miner graphiquement la trace du plan sécant sur Tellipse 
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qui a pour axes sa et 2c, et Ton verra bien qu'il suffit de 
chercher dans cette courbe un diamètre qui soit égal à ab, 

215. Lorsque rdlipsoïde est de réifolution, on ne peut 
admettre, d après la relation (2), que les égalités sui- 
vantes : 

P = P', d'où a ^ by 

ou bien P'= P'^ d'où b =z c, 

dans Tune et l'autre hypothèse, les deux valeurs de 6 se 
réduisent à une seule , = o ou = 90**, ce qui annonce 
que le plan sécant n'est plus susceptible que d'une position 
unique , dans laquelle il passe par les deux axes égaux. 

216. Enfin , si l'on avait P = P' = P'', la formule (8) 
donnerait pour 6 une valeur indéterminée^ et en outre il 
en serait de même de l'angle y , car alors les équations 
(5) et (6) se trouvent vérifiées identiquement. Dans ce 
cas , tout plan sécant quelconque donnera donc une sec- 
tion circulaire; et en efiet, la surface (i) devient alors 
une sphère, 

217. Hyperboloïde à une nappe. Pour cette surf ace , 
un seul des coefficients est négatif, et ce doit être P " d'a- 
près la relation (2) -, d'ailleurs cette même relation , com- 
binée avec les équations (3) , entraine la condition a <i , 
sans rien faire connaître sur la grandeur absolue de c. 
D'où il résulte que le diamètre principal 26 par lequel 
passe le plan sécant qui donne des sections circulaires, se 
trouve ici le plus grand des deux axes réels) mais il 
peut être plus grand ou plus petit que 2c. La position du 
plan sécant se déterminera graphiquement conmie au 
n^ 214. 

218. Pour rendre l'hyperboloïde à nappe de réi^olu- 
tion^ il faut admettre que les deux coefficients de même 



UBS SECTIONS CIRCULAIRES DANS LES SURFACES, etC. 167 

signe, P et P', sont égaux-, et alors la formule (8) don- 
nant d=o, montre que le plan sécant n'admet plus 
qu'une direction unique , où il passe par les deux axes 
égaux, 

219. Hyperboloïde à deux nappes. Ici il faut supposer 
négatifs deux des coefficients, et ce sont nécessairement 
P' et P", d'après la relation (2). Cette relation donne 
aussi 

sans qu'il en résulte aucune condition sur la grandeur du 
seul axe réel 2a ^ par conséquent le diamètre principal ib 
par lequel passe le plan sécant , est ici le plus grand des 
deux axes imaginaires, 

A la vérité, le plan sécant déterminé par la formule (8), 
et mené par le centre de Thyperboloïde actuel , ne donne- 
rait qu'un cercle imaginaire^ puisque l'équation (4) de- 
viendrait ici 

cela tient à ce que le plan sécant se trouve placé dans 
l'intervalle qui sépare les deux nappes de l'hyperboloïde ^ 
mais en menant un plan parallèle à celui-là et assez éloigné 
du centre, on obtiendrait une section réelle et circulaire, 
puisqu'elle satisferait, du moins analytiquement, aux 
conditions de la similitude avec la première section. 

220. Ici , il ne peut y avoir égalité qu'entre les deux 
coefficients négatifs P' et P''*, et comme cette hypothèse 
introduite dans la formule (8), donne = 90^, il s'ensuit 
que le plan sécant n'est plus susceptible que d'une direc- 
tion unique, dans laquelle il passe par les deux axes 
imaginaires & et c qui sont égaux, La surface est alors de 
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réi^olution autour de Taxe réel a ^ et la grandeur de celui-ci, 
ou de P, ne modifie jamais les conséquences précédentes. 

221 . n résulte de cette discussion que , pour les surfa- 
ces douées d'un centre , il n'y a que deux directions dans 
lesquelles un plan sécant mené par le centre puisse cou- 
per la surface sidi^ant un cercle. Ces deux directions sont 
perpendiculaires à un même plan principal; et tous 
les plans parallèles à l'une ou à l'autre de ces directions 
fournissent deux séries de sections circulaires, dont les 
centres sont sur deux diamètres qui, d'après le n** 193, 
se trouvent nécessairement dans le plan principal dont 
nous venons de parler. 

Dans l'ellipsoïde, ces plans sécants passent toujours 
par Vaxe moyen ^ ou lui sont parallèles. 

Dans l'hyperboloïde à une nappe , ils passent toujours 
par le plus grand des deux axes réels , ou bien lui sont 
parallèles. 

Dans l'hyperboloïde à deux nappes , ces plans sécants 
sont tous parallèles au plus grand des deux axes ima- 
ginaires. 

Enfin , les deux séries de sections circulaires se rédui- 
sent à une seule , quand la surface est de révolution* 

222. Les conséquences et les formules trouvées n^ 213 , 
s'appliquent à un cône quelconque du deuxième degré, 
puisqu'il suffirait, pour obtenir cette surface, de poser 
H = o dans l'équation (i), et que les valeurs de et de 9 
sont indépendantes de H. C'est pour cela que, dans un 
cône oblique à base circulaire EBD , il. existe , outre les 

FiG. 28. sections parallèles à la base, d'autres sections nommées 
anti-parallèles^ qui sont également circulaires , comme 
on le démontre en Géométrie (*) ; il est facile alors de re- 

(*) Voyez la Géomélrie descriptive t, n^ 747. 
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trouver graphiquement les plans principaux et la direc- 
tion des axes de ce cône , quoique les longueurs de ces 
axes soient nulles (138). En effet , la droite OI, sur la- 
quelle sont les centres d'une série de sections circulaires, 
est un diamètre de la surface qui , d'après le n^ S21 , doit 
se trouver dans un plan principal perpendiculaire au cer^ 
cle DE \ donc ce plan principal s'obtiendra en le faisant 
passer par 01 et par la perpendiculaire OP abaissée sur la 
base. Cela posé, le plan principal POI coupe le cône 
suivant deux arêtes OD , OE , et la droite OA, qui divise 
en deux parties égales l'angle de ces arêtes , est nécessai- 
rement un des axes principaux de la surface ; d'où il suit 
que le plan OAB, mené à angle droit sur POI, est le 
second plan principal, et le troisième devra être mené 
par le centre O perpendiculairement aux deux premiers. 
D'ailleurs, les intersections de ces trois plans fourniront 
les axes principaux de la surface conique. 

223. Examinons maintenant s'il existe des sections 
circulaires dans les paraboloïdes , représentés l'un et l'au- 
tre par l'équation 

(il) 'py^-hpz^=pp'x, 

pourvu qu'on y suppose p' négatif quand il s'agira du pa- 
raboloïde hyperbolique. Si nous menons le plan sécant 
par l'origine des coordonnées, qui est ici le sommet de la 
surface, la section rapportée à des axes rectangulaires 
situés dans son plan , sera donnée par la substitution, 
dans l'équation (i i), des formules déjà employées, 

j? = j:' cos f -4- / ' ces ô sin (p, 
jr z= x^ siny — j' cosÔ cosf, 
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et il viendra 

-hSxH-Tr = o. 

Pour que cette équation représente un cercle, on sait 
qu'elle doit satisfaire aux deux conditions 

{i3) /7'sin(pcos<pcosd = o, 

(i4) p'sin*^=/?'cos*ôco5'f -4-/?sin'0. 

Or, la première serait vérifiée par l'hypothèse sin y = o; 
mais cette valeur doit être rejelée , parce qu'en rendant 
égaux les coefficients de x^ et dey^ dans l'équation (12), 
elle les réduirait à zéro , et la section ne serait plus un 
cercle. 

n reste donc les deux systèmes de valeurs suivantes^ 

(i5) cos<p = o avec sin ô == ± W^ > 

(16) cosô = sin (p =± V/—,- 

224. Gela posé, dans le paraboloïde eUiptique, p et 
p sont de même signe: ainsi les systèmes (i5) et (16) 
sont tous deux réels ; mais comme îl faut de plus qu'un 
àinus soit moindre que Tunîté , un seul de ces systèmes 
sera admissible. Si donc on a p^p\ on devra adopter 
cos y = o , et le plan sécant passera par Taxe OY; il pourra 
d'ailleurs recevoir deux directions représentées par 



= 0? tango =:±: .îT y -^— 7, 



P—P 
et par conséquent tous les plans parallèles à Tune ou à 
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l'autre de ces direoiions fourniront deux séries de sec- 
tions circulaires. 

Si, au contraire, p'^p^ il faudra adopter cos 6=0 -, 
de sorte que le plan sécant passera par Taxe OZ, et sera 
susceptible de deux directions 



/ = xiang^ 



=*'\/^. 



auxquelles correspondront encore deux séries de sections 
circulaires produites par des plans parallèles à ceux que 
représente cette équation. 

On doit remarquer que , dans tous les cas , les plans 
des cercles seront perpendiculaires à la parabole princi- 
pale, dont le paramètre est le plus petit, 

22s. Dans le cas particulier on p=p\ le paraboloïde 
elliptique est de réi^olution, et les deux systèmes (i5) 
et (16) s'accordent à donner 

<f = go** avec 9 = go" ; 

ainsi il n'y a plus alors qu'une seule série de sectiions cir«- 
culaires, dont les plans sont tous perpendiculaires à 
Vaxe de résolution OX. 

226. Quant au paraboloïde hyperbolique, le coefiL- 
cient p est négatif: ainsi les deux systèmes (t5) et (16) 
étant Tun et l'autre imaginaires , cette Surface ne peut 
être coupée suis^ant un cercle par aucun plan; et l'on 
pouvait prévoir cwe conséquence, en se rappelant 
(n^ 163), que dans ce pAri^oloïde, les sections planes ne 
sont jamais des cqwA>Qs fermées. 

Toutefois, on pourrait regarder comme un cercle d^un 
rayon infini, la section rectiligne fournie par l'hypo- 
thèse (p = o, que nous avons exclue de l'équation (i3)^ 
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car alors Téquatiou (i4) donne 



tang9 



=^\/=f- 



valeur qui sera réelle quand p' sera négatif, et qui n^uit 
l'équation (12) au premier degré. 

227. Les deux séries de sections circulaires qui existent 
dans toute surface du second ordre , à l'exception du para- 
boloïde hyperbolique , présentent entre elles une relation 
bien remarquable (*) : c'est que deux cercles quelconques^ 
appartenant à des séries différentes ^ sont toujours situés 
Fie. 29. sur une même sphère. Soient en eflet , AÇ et B'E' deux 
cercles non parallèles, qui devant se trouver (n^ 221) 
perpendiculaires à un même plan principal, peuvent 
être représentés simplement par leurs projections sur ce 
plan. En élevant par le centre I une perpendiculaire IC 
au cercle AE , et cherchant sur cette droite un point C 
également éloigné de E' et de E , on aura le centre d'une 
sphère qui passera par la circonférence AE et par le 
point E'. Cela posé, cette sphère ayant avec la surface 
du second degré une courbe plane AE de commune , ne 
pourra la couper de nouveau (nP 206) que suivant une 
courbe plane passant par E', et qui sera nécessairement 
un cercle, puisqu'elle se trouvera aussi sur la sphère. 
Cette courbe de sortie devra donc coïncider avec une des 
deux sections circulaires E'B', E'A, qui seules peuvent 
passer par E' sur la surface du second ordre; mais il faut 
évidemment rejeter la circonférence F/ A' parallèle à EA, 
parce que , dans une sphère , deux cercles parallèles au- 
raient toujours leurs centres sur un même diamètre per- 



(*) CetW proposition est due à M. Hachette. 
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pendiculaire à leurif^lans, et qu^ici le diamètre lOI' étant 
conjugué avec les cordes AE, A'E\ ne saurait les couper 
à angle droit, à moins que la surface ne soit de révolu- 
lion, auquel cas les cercles A'E' et B'E' coïncident l'un 
avec Vautre. Il est donc certain que la circonférence B'E' 
sera toujours la courbe de sortie , et qu'ainsi elle est située 
sur une même sphère avec le cercle AE. 



M I 
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CHAPITRE XI. 

Des plans diamétraux conjugués obliques. 



228. Dans les surfaces douées d'un centre, et qui, 
rapportées à leurs plans principaux, sont représentées 
par 

(i) Va^ -4- Py -+- PV = H, 

nous avons remarqué que ces plans rectangulaires étaient 
conjugués entre euXj c'est-à-dire que chacun coupait en 
deux parties égales les cordes gui sont parallèles à rin- 
tersection des deux autres^ mais comme il existe (n*^ 106) 
une infinité de plans diamétraux obliques à leurs cordes, 
on doit prévoir que, parmi tous ces plans, il y en aura 
qui, pris trois à trois, formeront aussi im système de 
Fio. 3o. pkïis conjugués. Pour les obtenir, je mène par le point O 
un plan diamétral 

(2) lu -h Sr -h T2 = o , 

de direction arbitraire , pourvu qu'il coupe la surface 
suivant une courbe à centre ABD. Je cherche le dia- 
mètre OZ' qui est conjugué avec ce plan, et pour cela 
j'identifie l'équation (2) avec ceUe d'un plan diamétral 

d^ d^ d^ 

dx djr dz ' 

c'est-à-dire ici 

(3) mVx-hnVy -4- P"a = o , 
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ce qui me donne le£relations 

mP_/iP' _P'' 

d'où je tirerai pour m et n des valeurs qui détermineront 
le diamètre OZ' par les équations 

(4) ^ = TOZ, jr = nz. 

Cela posé , les plans qui seront conjugués avec ABD de- 
vront évidemment passer, d'après leur définition , par la 
ligne OZ', et ils couperont le plan ABD suivant deux 
droites inconnues OX', OY', telles que si je les prends 
avec 071 pour axes coordonnés obliques , l'équation de la 
surface ne renfermera que des puissances paires des trois 
variables (n^ i02), et se présentera sous la forme 

(5) Ax'» -h A'/" -4- A"z'» = K ; 
mais si alors on posait z' =r o , le résultat 

Ax"-|-Ay = K 

serait l'équation de la section ABD rapportée aux axes 
inconnus OX', OY'. Or, par sa forme elle prouve que ces 
axes doivent être deux diamètres conjugués quelconques 
de la courbe ABD ; d'où il suit qu'en traçant à volonté 
deux diamètres de ce genre , on déterminera trois ]plans 
X'OY', X'OZ', Y'OZ', qui seront conjugués dans la sur- 
face. Le nombre des systèmes qui auront de communs le 
diamètre OZ' et le plan ABD sera infini , et les mêmes 
conséquences se reproduiront pour les diverses positions 
que l'on voudra donner à ce premier plan. 

229. On doit observer, i** que quand le plan diamé- 
tral ABD sera perpendiculaire à un des plans principaux 
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de la surface , le diamètre conjuguAOZ' sera nécessaire* 
ment dans ce plan principal ] cela résulte évidemment de 
la forme que prennent alors les équations (3) et (4); 
2** qu'en laissant quelconque la direction du plan A6D, 
les deux autres plans conjugués avec lui pourront passer 
par les axes principaux de cette section , et alors , parmi 
les trois diamètres conjugués OX', OY', OZ', les deux 
premiers seulement seront perpendiculaires entre eux 5 
3** si l'on choisit pour le plan ABD une des trois sections 
principales de la surface, le diamètre correspondant OZ' 
deviendra nécessairement im axe principal , et les deux 
angles Z'OX', Z'OY' seront droits, tandis que le troi- 
sième, X'OY', pourra être quelconque. Mais on peut 
affirmer que jamais les trois diamètres ne seront à la fois 
perpendiculaires 9 chacun sur les deux autres, qu'autant 
qu'ils coïncideront avec le système des axes principaux , 
lequel est unique (n*^ 118) tant que la surface n'est pas de 
révolution. 

230. Dans l'hyperboloïde à une nappe, le premier 
plan diamétral ABD pourrait se trouver dirigé parallèle- 
ment aux sections paraboliques , et alors la courbe ABD 
se réduirait à deux droites *, mais un pareil plan ne pour- 
rait servir à former un système de plans conjugués , car le 
diamètre OZ', qui lui correspondrait, serait (n^ 194) si- 
tué lui-même dans le plan sécant ABD. 

Quant à l'hyperboloïde à deux nappes , le plan ABD 
mené par le centre pourrait 'donner une section imagi- 
naire ] mais alors il suffirait évidenmient de prendre OX' 
et OY' parallèles à deux diamètres conjugués d'une sec- 
tion réelle , faite par un plan parallèle à ABD ; car en po- 
sant dans l'équation (5), z' = A au lieu de z' = o, les 
mêmes raisonnements sont applicables. 

231. D'après les relations trouvées n?' 228 et 229, 
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entre trois diamètres conjugués, on peut facilement 
étendre aux surfaces du second ordre les propriétés con- 
nues dont jouissent les carrés et les parallélogrammes 
construits sur les diamètres conjugués des courbes de cet 
ordre. 

Soient OX, OY, OZ, les directions des axes princi- 
paux a^b^ c d'une surface du second degré , ces axes pou- lù» 
vant être tous réels y ou quelques-uns imaginaires; la sur- 
face sera représentée par Téquation 





x^ y^ z' 


et aussi par 






x'^ y'' z'-" 



si on la rapporte à trois diamètres conjugués quelconques. 

Cela posé (*), si nous substituons à ce dernier système 
les trois diamètres 

OX'' = a", OY" = h\ OZ' = c', 

dont les deux premiers soient conjugués entre eux dans le 
plan X'OY', et dont Fun , a", soit Tintersection de ce plan 
avec XOY, nous obtiendrons un second système de trois 
diamètres- conjugués dans la surface (n^ 228) ; mais les 
diamètres a' et h\ a" et b'\ appartenant à la même 
courbe, savoir, la section de la surface parle plan X'OY', 
auront entre eux la relation connue 

(6) a'^^h'''r=ia"''+h"\ 



(^ Cette démonstintioii est de M. J. Binet. (Voyez Correspondance sur 
V École Polytechnique , yoMI , page 79.) 

12 



I>y8 CHAPITRE Xt. 

et l'on doit remarquer que le plan yOZ' contiendra 
(n^ 229) l'axe OZ, puisque le diamètre OX" est dans le 
plan principal XOY. Maintenant, nous continuerons d'a- 
voir trois droites conjuguées , si , en gardant OX" = a\ 
nous remplaçons les autres h" et c\ par deux nouveaux 
diamètres conjugués situés dans le même plan Z/OY\ 
et dont l'un, OY*' == f, soit l'intersection de ce plan 
avec XOY; mais alors a" et t* se trouvant tous deux dans 
le plan principal XOY, le conjugué de 4* devra (n*^ 229) 
coïncider avec l'axe principal OZ = c ; de sorte que ce 
troisième système 

ayant avec le précédent un diamètre conunun, donnera, 
entre les autres qui appartiennent à la même courbe , dans 
le plan Z'OY ' ou ZOY"', la relation 

Enfin , si nous comparons ce troisième système avec celui 
des axes principaux , 

il y aura un diamètre conmiun , et les autres se trouvant 
conjugués deux à deux dans la section faite par le 
plan XOY, fourniront la relation 

de sorte qu'en ajoutant membre à membre les équa- 
tions (6) , (7) et (8) , il viendra 

(9) a'» 4- A'' -h c" = a» 4- b^ -h c\ 

résultat qui démontre que dans une surface du second 
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ordre , la somme des carrés de trois diamètres conjugués 
quelconques est constante y et égale à la somme des 
carrés des trou axes principaux. Toutefois, quand un ou 
deux des axes seront imaginaires, il y aura évidemment, 
parmi les trois diamètres conjugués, un même nombre de 
diamètres qui seront imaginaires, et il faudra changer le. 
signe du carré de ces axes et de ces diamètres dans Téqua- 
tion (9). 

232. On peut démontrer, par les mêmes considéra- 
tions, que le volume du parallélipipède construit sur 
trois diamètres conjugués est égal au volume de celui 
qui serait construit sur les trois axes principaux. Em- 
ployons en effet la même succession de diamètres que ci- 
dessus, et en désignant chaque parallélipipède par ses 
trois arêtes, nous aurons d'abord 

vol. {«', ^',c') = vol.(fl", b% c'); 

car ces deux corps ont la même hauteur, et des bases équi- 
valentes , qui sont les parallélogrammes construits sur les 
deux systèmes de diamètres conjugués a' et b\ a" et b'\ 
lesquels appartiennent à la même courbe située dans le 
plan X'OY'. Par des raisons semblables , on trouvera que 

vol. {a% h\ c')=:vol. {a% ^^ c) = vol. {a,by c); 

d'où Ton conclura 

vol. (a', b\c')=: vol. («, ^, c). 

On verra, au chapitre des plans tangents, que les pa- 
rallélipipèdes ainsi formés sont tous circonscrits à la sur- 
face du second ordre. 

233. Quant aux surfaces dépourvues de centre, et 
comprises dans Téquation à coordonnées rectangulaires 

(10) p'y'' -\rpz^=^pp'xt 

12. 
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la formule générale du plan diamétral devenant ici 

(il) ip'ny -\- ipz = pp^m^ 

montre que tous les plans de ce genre sont parallèles à 
Taxe OX ; et par suite leurs intersections mutuelles , que 
Ton nomme les diamètres de la surface , étant des droites 
parallèles entre elles, ne peuvent servir à former un sys- 
tème d'axes coordonnés : ou bien , trois plaqs diamétraux 
choisis comme on voudra , ne peuvent jamais être conju- 
gués entre eux (d? 102). Mais si Ton veut trouver trois 
plans coordonnés obliques analogues à ceux de Téqua- 
tion (lo), c'est-à-dire dont deux soient diamétraux, et 
tels que chacun de ceux-ci soit conjugué avec les cordes 
parallèles à l'intersection des deux autres , on se donnera 
à volonté un premier plan diamétral de la forme 

(12) Rj + Ss = T, 

FiG. 3i. lequel coupera nécessairement la surface suivant une pa- 
rabole ACyB-, puis, en identifiant les équations (11) 
et (12), on calculera les constantes m et n qui déter- 
minent la direction des cordes conjuguées avec AO'B. 
Gela posé, en menant par un point arbitraire O un 
axe O'Z' parallèle à ces cordes, les deux autres plans 
cherchés devront passer par O'Z' et couper le plan AO'B 
suivant deux lignes inconnues O'X', CX Y', telles que l'é- 
quation de la surface rapportée à ces axes ne renferme 
pas de puissances impaires dej^ ni de z, ou bien qu'elle 
ait la forme 

P>''-f-P"z'^=:Qx'; 

or, si l'on y pose z' =:o,on trouve pour la courbe ACB, 

py — Qx', 
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équation dont la forme prouve que les deux axes inconnus 
OX' et OY' doivent être formés par un diamètre de la 
parabole AO'B, et par la tangente correspondante. Par 
là, la position du second plan diamétral ï!0'^ est dé- 
terminée, ainsi que celle du troisième plan coordonné 
Z'(yY^', maïs comme le point O' avait été choisi arbitrai- 
rement sur la parabole AO'B, il y aura une infinité de 
systèmes qui auront de commun le plan de cette courbe. 
On peut d'ailleurs reconnaître que le plan non diamé- 
tral Z'O'Y' est tangent à la surface, puisqu'il passe par 
deux tangentes. (J^oyez chap. XIII.) 
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CHAPITRE XII. 

Discussion immédiate (Tune équation numérique du 

second degré. 



234. Nous nous proposons ici d'établir des caractères 
qui, sans recourir à la transformation des coordonnées, 
puissent faire distinguer le genre et la forme particulière 
d'une surface du second ordre , représentée par une équa- 
tion en coordonnées rectangulaires ou obliques , dont les 
coefficLents sont des nombres connus et réels. Soit cette 
équation 

(i) AîF^4-Ay-hA"«'-h2Bj«4-2B'«a?-h2B''jPr j _ 



-h 20 -f- 2C> -f- aC* -1-E 



!= 



avant tout, il faudra chercher, d'après la marche indi- 
quée au n^ 95 , si la surface admet un centre , et calculer 
les coordonnées de ce point. On égalera donc à zéro les 
trois dérivées du premier membre de l'équation (i), en 
posant 

(2) kx, -f- B'z, -H B'>. 4- C = o, 

(3) A>t -h B«. -h B"x. -+- C = o, 

(4) k!'z, -h B^-, -h Wx, -hC"= o; 

d'où l'on déduira pour les coordonnées du centre , 

_ N _ N' _ N" 

^^-D' ^""D' "^'""d"' 



r 
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valeurs dans lesquelles 

D = AB^-f- A'B'^ + A''B"' — AA'A" — 2BB'B", 

et où les numérateurs auraient une forme que nous avons 
citée au n** 95 , mais qui n'est pas utile à rappeler ici , 
parce qu'il sera toujours plus simple, dans chaque 
exemple donné, de résoudre directement les équations 
numériques (2), (3), (4)? que de recourir à des formules 
littérales on l'on rencontre quelquefois des indétermina- 
tions qui ne sont qu'apparentes. Cela posé, comme les 
coordonnées du centre peuvent être toutes finies et dé^ 
terminées y ou bien quelques-unes se trouver infinies ou 
indéterminées, nous partagerons la discussion en deux 
cas principaux. 

P&BHIBR CAS : D '^ O. 

235. Dans ce cas, la surface (i) admet un centre uni- 
que^ et si l'on y transporte les axes parallèlement â eux- 
mêmes, son équation deviendra 

(5) ks^ H- Ay -H AV 4- 2Bj^z 4- aB'za: -h 2B"^j = H , 

où nous savons (n^ 95) que tous les coefficients sont les 
mêmes que dans (i), excepté le terme constant H qui, 
passé dans le second membre , aurait pour valeur 

\ 4- 2Cb:, -f- 2C'jr, 4- iQl'z, 4- E. 

Mais cette expression peut être beaucoup réduite, en 
vertu des équations (2), (3) et (4)^ car si l'on multiplie 
ces dernières respectivement par JCi, j^i, j^j; et qu'on les 
ajoute à la valeur de H , celle-ci deviendra 

H = — Gr,— C>, — C"z, — E, 



1 
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expression facile à calculer quand on connaîtra les va- 
leurs numériques des coordonnées Xi, j^i, Zi. D'ailleurs, 
pour abréger la discussion, nous admettrons toujours 
dans ce qui va suivre , qu'on a eu soin de rendre positif 
dans le second membre le terme constant H. 

236. Cela posé , si la quantité H se trouve nulle , la 
surface proposée est un cône ou un point unique. En 
effet , si nous combinions Téquation (5) privée de second 
membre, avec celle d'un plan quelconque mené par l'ori- 
gine , 

Z =r oo? -h 6^, 

il est bien clair,, sans effectuer les calculs, que le ré- 
sultat aurait la forme homogène 

ûtja -l_ ifxj _(_ cjc^ z= o, d'où - =p± y^. 

Or, ces valeurs constantes prouvent que toutes les sec- 
tions sont composées de deux droites puissant toujours 
par l^ origine y' ainsi la surface est bien un cône, lequel 
néanmoins se réduirait à un point unique j: =: o , j^ = o , 
^ = o , si le radical était constamment imaginaire , quels 
que fussent a et 6. Mais ce dernier cas se distinguera 
tout de suite , et sans calculer le radical qui précède , en 
examinant si un plan tel que z = k donne une section 
imaginaire. 

237. Lorsque le terme constant H ne sera pas nul, 
l'équation (5) ne pourra représenter qu'un ellipsoïde ou 
l'un des deux hyperboloïdes , surfaces qui diffèrent les 
unes des autres par le nombre des axes réels ou imagi- 
naires qu'elles admettent. Nous allons donc chercher une 
relation entre ces axes et les coefficients de l'équation (5), 
en supposant d'abord que les coordonnées sont rectan- 
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gulaireSy mais nous ferons voir âosuite que les règles ob- 
tenues ainsi, s'appliquent également aux coordonnées 
obliques. 

Les axes d'une surface étant (n^ 104) les intersections 
mutuelles des plans principaux , ne sont autre chose que 
les trois cordes principales qui passent par le centre > et 
dont la direction est déterminée par les constantes m 
et n employées au n® 109. Ainsi , une quelconque de ces 
trois cordes sera représentée par les équations 

et en les combinant avec (5), on obtiendra pour le point 
de rencontre avec la surface proposée , 



z' 



H 



Am^ 4- A'/î' -f- A'' 4- oBn + aB'/w -h 2B "m/z ' 



d'où il suit qu'en appelant R la longueur de cette demi- 
corde principale , réelle ou imaginaire, on aura pour le 
carré d'un quelconque des trois demi^axes de la surface , 

R* = je + j* -+- z' = (m» + «» -h I ) zS 
ou bien 

/6) R»- H(//i» + n^ + i) 



A/71' -f- A'rû H- A" -h 2B/Z -+- 2B '/w 4- 2B ''mn ' 

Maintenant , les valeurs des constantes m et « , ainsi que 
celle de l'inconnue auxiliaire s dont nous avons fait dé- 
pendre les premières, sont déterminées (n** 109) par les 
équations 

(7) km -h B' -hB"n = ms, 

(8) A'/2-4-B -^B''m=znsy 

(9) A" H-B/i 4"B'/w=r j. 
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lesquelles nous ont conduit par Féliminatton de m et », 
à la suivante 

(lo) *» — i*(A-hA'-HA")-*(B"* — AA'-hB'* — AA"-hB* — A'A") 
-h(AB*-h A'B'*-+- A"B"» — AA'A" — aBB'B" ) = o. 

Mais si Ton ajoute les équations (7), (8) et (9), après 
avoir multiplié la première par m et la seconde par n , on 
trouve aussi 

__ Ani^ 4- A'/i* -I- A'' -f- 2B/1 -f- sB'/w-h 2B"/w/i 
~~ /w*-l-/ï*-h I ' 

résultat qui , comparé avec la formule (6) , conduit à la 
relation bien remarquable 

On voit par là que les trois racines de Téquation (10) 
sont toujours 

, H ,f H ,„ H 



en désignant par a , t , c , les valeurs analytiques des trois 
demi -axes de la surface (5) , c'est-à-dire les distances du 
centre aux points réels ou imaginaires où cette surface 
rencontre ses trois diamètres principaux ; de sorte que si 
l'on prenait la peine de résoudre l'équation (10), on 
pourrait calculer aisément les longueurs des trois axes , 
et fixer ensuite leurs positions au moyen des valeurs de m 
et n qui correspondraient dans (7) et (8) à chaque racine 
de s. Mais, pour le but que nous nous proposons ici , il 
sui&t d'observer que l'expression analytique de chacun 

des demi-axes ne pouvant avoir que la forme a ou a y—i 7 
le carré R' n'aura que des valeurs réelles j et positives ou 
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négatives; d'où il résulte : i^ que Véquation (lo) a tou- 
jours ses trois racines réelles, ainsi que neus Tavions 
déjà prouvé dans la note du n° 109; 2*^ que chaque ra- 
cine positive indique Vexistence d'un axe réel, et que 
chaque racine négativ^e correspond à un axe imagi*- 
noire, puisque nous avons admis que le terme H avait été 
rendu positif. Or, comme le nombre des racines posi- 
tives ou négatives peut être fixé par la règle de Descartes , 
à Tinspection seule de Téquation (10) , et sans la résoudre , 
nous déduirons de là les règles pratiques qui suivent. 

238. Avec les coefficients numériques de Téquation (5) 
dai^ laquelle on aura soin préalablement de rendre po^ 
sitif le terme constant H passé dans le second membre , 
on formera immédiatement Téquation (10), et Ton exa- 
minera quel e$t le nombre de variations et de permanen- 
ces de signes que présentent ses différents termes: 

i^* Si Téquation (10) offre trois variations , toutes ses 
racines sont certainement positives : donc alors la sur- 
face (5) admettra trois axes réd&^ et sera un ellipsoïde. 

29^ K réquation(io) renferme deux variations et une 
permanence , elle aura deux racines positives et une né- 
gative ; d'où Ton conclura que la surface (5) admet alors 
deux axes réels et un ctxe imaginaire : ainsi c'est un ht- 
psaaBOLoïoE^ u/»^ nappe. 

3®. Lorsque Téquation (10) offrira une variation et 
dei^x permanences, elle aura une racine positive et deux 
n^atives; par conséquent la surface (5) ayant alors un 
seul axe réel et deux imaginaires, sera un htpekboloïde 
à deux nappes. 

4^« Enfin, quand Féquation (10) ne présentera que des 
permanences de signes , tontes ses racines seront négati- 
ves, et par suite les axes de la surface (5) seront tous 
trois imaginaires^ d'où l'on conclura que cette surface 
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est totalement imaginaire^ et que réquation (5) est im- 
possible, aussi bien que Téquation (i) donnée primitive- 
ment (*). 

239. Ces règles sont aussi applicables aux coordon- 
nées obliques . En effet, concevons que la surface S à la- 
quelle appartient Téquation (5) en coordonnées oUiques, 
soit construite; puis, pour chaque point M {^fig^ i) 
de cette surface, faisons tourner les deux coordonnées 
DC :z=j , CM = z , de manière à les rendre perpendicu- 
laires entre elles et sur OD=:x qui restera immobile ; par 
là le point M viendra occuper une autre position M' dont 
les coordonnées rectangulaires x\ y\ z' auront les mê- 
mes grandeurs que x, y^ z\ or Tensemble de tous ces 
nouveaux points M' formera une seconde surface S' qui 
sera encore représentée évidemment par Téquation (5) 
avec les mêmes coefficients , mais en y remplaçant x, y^ z 
par x',y', z\ et je dis que cette surface S', toujours du se- 
cond degré, sera du même genre que S. Car, si cette 
dernière était un ellipsoïde , il est bien clair que S' sera 
aussi une surface fenhée de toutes parts : si S était un 
h jperboloïde à une nappe , S' offrira pareillement une 
nappe unique et indéfinie : enfin, quand S présentera 
deux nappes séparées par un intervalle imaginaire depuis 
a:=:+a jusqu^à x = — a, il en sera évidenmient de 
même pour S'. Par conséquent, les règles du n** 238 ap- 
pliquées directement à Téquation (5) en coordonnées 
obliques, suffiront encore pour assigner le genre de la 



{*) Ce mode de discussion avait été indiqué d^abord par M. Petit \ 
mais il parvenait à la relation (ti) en regardant les demi -axes comme les 
valeurs maximum ou minimum des rayons vecteurs meués du centre» ce 
qui est peu satisfaisant pour l'axe moyen de l'ellipsoïde et pour les axes 
imaginaires des hypcrboloïdes. 
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surface S' et par suite celui de S ; mais la position et la 
grandeur des axes de cette dernière ne seront plus four- 
nies par les équations (7), (8), (10) et (n)- 

24(). Voici cpielques exemples de ces discussions nu- 
mériques. Soit Téquation 

x^ -h 2y' -h 'àjrz — 2jcy — 6a:4-7j4-6zH-7=:o; 
en égalant à zéro les trois dérivées, on trouve 



nx — 7.y — 6 — 0, 


) 


C 07,= I, 


4 J -H 3z — 2j: -f- 7 = 0, 


\ d'où 


< r.=— 2, 


3r-+-6 = o, 




( Z, = I. 



Ces coordonnées du centre étant substituées dans la pro- 
posée, donnent H=o^ ainsi la surface rapportée à son 
centre devient 

x' -H 2j^ -f- 3yz — ixy z=z G, 

et elle ne peut être qu'un cône ou un point. Mais en 
posant z =: ^ , on obtient 

jc' — Tjcy -f- 2j^ -4- 3Xjr = o, 
d'où 

^ = r±V-(r'4-3Xr); 

cette section est une ellipse qui ne se réduit pas à un 
point y puisque les deux facteurs du radical sont inégaux; 
donc la surface est un cône. Ici cette conséquence pou- 
vait se déduire de ce que l'équation est vérifiée par x=:o 
etj^ = o, ce qui montre que la surface admet une ligne 
réelle, savoir, l'axe des z. 
241 . Soit encore l'équation 

2^* -I- 5y^+ 3z' H- T.yZ'^^zx — 'xxy -H 2J?-f- Sy — 62 — 1 3 =r o ; 
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les dérivées égalées à zéro, donnent 

4x— 4^ — 27-1-2=0, \ / Xi = if 

1074-22 — 2jr-f-8=o, \ d'où ? Xi = — I, 
634-27—4^ — 6=0, ) ( z, =2, 

et le terme H = lo; de sorte que Féquation rapportée au 
centre , devient 

2J?* + 57' -f- 3z* 4- 2jrz — ^zx — 2XX =10. 

Maintenant, sî avec cette dernière on compose l'équa- 
tion (10), on trouvera 

^ — io^*-l-25^ — 9 = o> 

et puisqu'elle oflFre trois variations de signes, j'en conclus 
<jue la surface qui nous occupe est un ellipsoïde. 
242. Enfin, soit l'équation 

Xz-\- zx-h xf — X — 27 — 32-|-24-« = o; 
les trois dérivées égalées à zéro , donnent 

Z +7 — I = O, ^ ( Xi = 2j 

Z -\- X — 2=r0, V d'où / 7i = I , 

7-hx^3 = o, ) ^z, =0, 

et l'équation rapportée au centre devient, en supposant a 
positif, 

— yz — zx — xjr == a. 

Maintenant si, pour former l'équation (10), on multiplie 
la précédente par 2 , afin d'éviter les fractions , il viendra 

^ — 3^4-2 = o; 
ici il manque un terme ) mais si on le rétablit avec le 
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coefficient iho, on trouve toujours le même nombre de 
variations et de permanences (il en doit être ainsi dans 
toute équation dont les racines sont réelles); d^où je con- 
clus que la surface proposée est un hyperboloïde à une 
nappe. 

Ce serait l'autre hyperboloïde, si a était négatif; parce 
qu'alors il faudrait changer les signes des rectangles , pour 
rendre le second membre positif, conformément aux rè- 
gles tracées dans le n^ 238. 

DEUXIÉMS CAS : IJ = O. 

243. Les surfaces qui remplissent cette condition sont 
dépourvues de centre , ou bien elles en admettent une in- 
finité; ainsi eUes ne peuvent être que des paraboloïdes , 
des cylindres paraboliques ^ des cylindres elliptiques ou 
hyperboliques, ou bien le système de deux plans paral- 
lèles. Cherchons donc des caractères propres à faire dis- 
tinguer ces quatre genres les uns des autres , en partant 
de l'équation primitive (i) et des équations du centre (a), 
(3) , (4) ; et comme les sections parallèles aux plans coor- 
donnés nous seront utiles à considérer, observons ici 
que la nature de ces sections sera toujours indiquée par 
les signes des binômes 

B"» — AA'=i:6", B'^ — AA" = 6', B' — A'A" = 6, 

qui sont analogues à i* — 4^c, dans les courbes du second 
degré. D'ailleurs puisque aucune des surfaces dont il s'agit 
ici , ne peut admettre k la fois des ellipses et des hyper- 
boles, on doit prévoir que, pour une même surface don- 
née, ces trois binômes se trouveront à la fois positif s ou à 
la fois négatifs; ce qui n'exclut pas l'hypothèse que tous 
ou quelques-uns soient nuls. 
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Ajoutons qu€ toutes les règles qui vont suivre s'appli- 
quent également aux coordonnées obliques ; car nous ne 
nous appuierons que sur les équations (îi) , (3) , (4) , qui 
suffisent toujours (n*^ 95) pour déterminer les coordonnées 
du centre. 

244. Dans un paraboloïde , il doit arriver c^vCune, 
au moins , des coordonnées du centre soit infinie^ ainsi 
la résolution immédiate des équations (a), (3), (4), de-, 
vra conduire à une impossibilité , telle que 5 = o. Il sem- 
ble même que les trois coordonnées devraient être toutes 
infinies; mais si l'on observe que le paraboloïde n'est 
qu'une dégénération de l'ellipsoïde ou de l'hyperboloïde , 
dans lesquels les deux sections principales qui passent par 
un même axe réel se changeraient en paraboles , on sen- 
tira que le centre commun de ces deux courbes , en s'éloi- 
gnant indéfiniment , n'a pas du sortir de l'axe réel qui est 
devenu l'axe unique du paraboloïde. Or , si cette droite se 
trouve parallèle au plan coordonné XY par exemple , il 
est clair qu'on aura seulement ari=oo et jTi =oo , tandis 
que Zi aura une valeur déterminée : si l'axe principal du 
paraboloïde est parallèle à OX , les coordonnées j^i et Zi 
auront des valeurs déterminées , tandis que Xi sera seul 
infini. 

En second lieu , puisque les sections paraboliques ne 
peuvent être produites (n°* 159 et 163) que par des 
plans parallèles à Vaxe du paraboloïde, et qu'il est évi- 
demment impossible que les trois plans coordonnés se 
trouvent tous parallèles à cette droite , il s'ensuit quMci 
les trois binômes S, è\ è" ne seront jamais nuls à la fois. 
Or, comme nous allons voir que les conditions précé- 
dentes ne se trouveront pas réunies simultanément dans 
les autres genres, nous pouvons en conclure que les ca- 
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ractèresdistinctifsdes paraboloïdes senties suivants : 
une des équations du centre impossible , 

un des binômes (6, 6', ^")^o\ 

d'ailleurs, si celui de ces binômes qui n'est pas nul se 
trouve négatifs le paraboloïde sera elliptique^ et il sera 
hyperbolique , si ce binôme est positif, 

24^. Dans un cylindke parabolique , une , au moins, 
des coordonnées du centre doit être infinie; c'est-à-dire 
que la résolution des équations (a) , (3) , (4) devra con- 
duire à une impossibilité telle que 5 = o. Mais un plan 
quelconque ne pouvant ici donner pour section qu'une 
parabole , ou deux droites parallèles , ou une droite isolée, 
il arrivera nécessairement que les trois binômes 6,6', 6", 
seront tous nuls. Par conséquent, les caractères distinctifs 
du genre actuel seront ; 

une des équations du centre impossible, 
les trois binômes (6, 6', 6'') = o. 

246. Cylindre elliptique ovJvyperbolique. Une telle 
surface admet pour centres tous les points, d'une même 
droite , ou un axe central; par conséquent une des coor- 
données du centre doit demeurer arbitraire, sans qu'au- 
cune des autres soit infinie; c'est-à-dire que les valeurs 
àex ely^ par exemple, tirées de deux des équations (a), 
(3), (4)> doivent rendre identique la troisième équation, 
quel que soit z. En outre , comme les trois plans coor- 
donnés ne sauraient être tous parallèles aux génératrices 
du cylindre, il devra arriver qu'un, au moins, des bi- 
nômes 6, 6', 6", soit différent de zéro 5 et le signe de ce 
binôme fera distinguer si le cylindre est elliptique ou 

i3 
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hyperbolique. Ainsi les caractères propres à ce genre 
sont : 

Les trois équations du centre réduites à deux , 
un des binômes (6 , 6 ', 6 '' ) ^ o ; 

d'ailleurs, si c'est 6" qui est différent de zéro, il faudra 
poser z:=sik dans l'équation (i), puis voir si cette section 
est imaginaire j ou se réduit à un point, ou bien se dé- 
compose en deux droites; car, dans le premier cas, le 
cylindre sera totalement imaginaire , dans le second il se 
réduira à une droite unique j et dans le troisième il sera 
le système de deux plans no?i parallèles , 

247. Deux plans parallèles. Dans ce cas, il existe un 
plan central dont tous les points sont des centres; ainsi 
deux des coordonnées doivent demeurer arbitraires, ce 
qu'on reconnaîtra lorsque la valeur de a: , par exemple , 
tirée de l'une des équations (2), (3), (4), vérifiera les deux 
autres, quels que soient j^ et z. D'ailleurs toutes les sec- 
tions planes ne pouvant offrir ici que deux droites paral- 
lèles, il arrivera que les trois binômes 6, S', 6" seront 
tous nuls. On a donc pour distinguer le genre actuel, 
les caractères suivants : 

Les trois équations du centre réduites à une, 
les trois binômes (6, 6', €") = o ; 

en outre , comme les deux plans pourraient être confou" 
dus y ou se trouver ùnaginaires, il faudra couper la sur- 
face (i) par un plan tel que z=:kony=k\ pour voir si 
la section offre deux droites cdtifondues, ou deux droites 
imaginaires. 
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248. Exemples. Soit réquation 

or* — 2^* — 3/a-f- 3aa:-hx^-h42= o; 

les dérivées égalées à zéro , donnent 

2x -f- 3z4-/ = o, 

— ^ — 3«-f-j?=o, 

— 3/-f-3a:-f-4 = Oi 

et comme la dernière, retranchée des deux autres, conduit 
à 4 = o , cette équation impossible montre que la surface 
est dépourvue de centre. Ensuite, on trouve 

B"»~AA'=:(i)'4-2; 

résultat qui , étant différent de zéro et positif, montre 
que la surface est un paraboloïde hyperbolique. 

249. Soit encore 

jr^ 4-^* H- gz* -f- 6/2 — 6&r — T^y -f- 2j? — 4^ = <^ » 
les trois dérivées donnent les équations * 

2X — 6« — 2J-f-2=rO, 

ay -^ 6z — 2x =0, 

i8z -4- 6f — 6x — 4 = 0, 

et comme les deux premières conduisent 8 2 = 0, cette 
impossibilité annonce que la surface est dépourvue de 
centre. Mais ici l'on trouve 

B''2Jîs-AA' = o, B'> — AA" = o, B» — A'A'' = o; 

d'où il faut conclure que la surface est un cylindre para-r 

bolique. 

250. Dans l'exemple suivant 

x^ -H 3/* -+- 4*' — 6/z — 2ZX = a y 

i3. 
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les trois dérivées donnent les équations 

2X — HZ =0, 

6x — 6z =r o, 

Sz — ax — 6/ = o. 

Or , comme la troisième est vérifiée identiquement par 
les valeurs 



or = z, X = ^ 



> 



tirées des autres, j'en conclus que les équations du cen- 
tre se réduisent à deux qui représentent une droite , et 
qu'ainsi la surface est un cylindre à centres. D'ailleurs, 
en posant dans la proposée , z = fc ou z = o, on trouve 

de sorte que si a est positif, la surface est un cylindre à 
base elliptique : si a = o, la section se réduit à un point, 
et la surface à une droite unique ; enfin , si a est négatif, 
la section est imaginaire y et il en est de même de la sur- 
face proposée. 

251. Considérons enfin l'équation 

^ + 4 J^ 4- «' -4- 4/* — ^^* — 4^ 4- 3d: — 6y — 3z = o ; 

les dérivées donnent 

2jr — 2« — 4j *+■ 3 = o, 

-f- 4* — 4*^ — 6 = 0, 
2z -h 4^ — ^^ — 3 = 0, 

et comme ces trois équations se réduisent à une seule, 
le lieu des centres est un plan, et la surface proposée ne 
peut être que le système de deux plans parallèles au plan 
central. D'ailleurs, en coupant cette surface par le plan 
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z = o , on trouve une équation qui , résolue par rapport 
à X , donne 

_4r~3 . 3, 



2 2 



la section est donc formée de deux droites distinctes et 
réelles ; par conséquent la surface est bien le système de 
deux plans parallèles qui ne sont pas confondus. En 
effet, si Ton résout ré(]uation primitive par rapport à 
une des variables , on trouve qu'elle se décompose ainsi 

(d? — 2j — «) (a: — ■ 27 — 2 -h 3) = o, 
ce qui justifie la conséquence énoncée ci-dessus. 

Du cas ou la surface est de révolution. 

252. Pour compléter la discussion de Téquation gé- 
nérale 

(i) Ax»-+-Ay -+-AV4-2B/zH-2B'ax + 2B"a:/ } _ 

4-20-f-2C'7-f-2C"aH-E) ""^' 

nous allons chercher à quels caractères on peut recon- 
naître que la surface est de réi^olution. Dans une telle 
surface, toutes les sections perpendiculaires à une cer- 
taine droite sont des cercles dont les centres se trou- 
^ent sur cet axe de résolutions or, si l'on trace dans ces 
cercles des cordes parallèles entre elles, et sous une di- 
rection arbitraire du reste , il est clair que le plan mené 
par l'axe de révolution , perpendiculairement à ces cor- 
des, les divisera toutes en deux parties égales , et sera un 
plan principal. Réciproquement , si tous les plans menés 
par une même droite sont principaux , les sections per- 
pendiculaires à cette droite seront des cercles ayant leurs 
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centres stir cet axe -, car , parmi les courbes du second 
degré , il n'y a que le cercle qui admette pour diamètres 
principaux toutes les droites menées d'un même point. 
De là je conclus que pour que la surface (i) soit de ré- 
volution , il faut et il suffit : i^ qu'il existe une infinité de 
systèmes de cordes principales , qui soient tous parallèles 
à un même plan ; 2** qu'en même temps les plans dia- 
métraux , conjugués avec ces divers systèmes , se trouvent 
à une distance finie et déterminée; car, sans cette der- 
nière condition, la première serait vérifiée analytique- 
ment par les cylindres paraboliques. D'ailleurs il arri- 
vera , par une conséquence nécessaire , ainsi qu'on va le 
voir, que ces plans principaux, en nombre infini, se 
couperont tous suivant une droite unique , qui sera l'axe 
de révolution. 

253. D'un point quelconque, par exemple l'origine 
des coordonnées que nous supposons rectangulaires , me- 
nons une corde principale 

(i5} X :=. mz^ y = nz; 

les constantes m et n seront déterminées par les équa- 
tions déjà citées , 

!Am 4- B'^n 4- B' = mSy 
A'iî -4- B''m-h B = ns, 
A" 4- B'/w -h B/ï = j, 

lesquelles conduisent, comme on sait (n** 109)^ à l'équa- 
tion du troisième degré 

(17) (j — A)(j — A')(^ — A'')~B» (5— A)— B'»(^-.A') 

— B'=»(5 — A'') — 2BB'B'' = o. 

Par conséquent chaque racine de celle-ci , mise dans 



UISCUSSION IMMÉDIATE d'uNB EQUATION NUMERIQUE, etC. IQQ 

les équations (i6), les réduira à deux distinctes qui don- 
neront les valeurs de /w et de n, que Ton devrait ensuite 
porter dans les formules (i5) ; ou bien, si Ton tire de ces 
dernières m et «, pour les substituer dans (i6), la corde 
principale menée de l'origine pourra être représentée 
par deux quelconques des trois équations 

(A --j)ar-|-BV-l-B'z = o, 

(i8) { (A'-j)j-f-B"x-f-Bz =o, 

(A"— f)a H-B'or-hBj =o. , 

Cela posé , si la surface (i) est de révolution ,.il doit arri- 
ver, pour remplir la première condition énoncée au nu- 
méro précédent, qu'une au moins des racines de (17) soit 
teUe , quelle réduise les équations (i 8) à une seule dis- 
tinctej qui représentera un plan dans lequel toutes les cor- 
des menées à volonté seront des cordes principales. Ainsi , 
en appelant s ' cette racine , elle devra vérifier les rela- 
tions 

A — ^^ — ^" — ^ -' 

B'' ~"A' — ^'""B' 

A— j' B" B' 



B' B M' —s 



t y 



d'où résultent nEux équations de condition j avec la va- 
leur de s\ savoir : 

, , ^ B'B" ^, BB'' ^„ BB' , 

Cette valeur de s' satisfait bien à Téquation (17), qui d'ail- 
leurs admet une seconde racine 5''= 5'^ car en tirant des 
relations (19) les expressions de Â, Â', A", en fonction 
de s\ pour les substituer dans (17), cette équation prend 
la forme 

,, / , B'B^^ BB" BB'\ 
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d'où Ton conclut que quand les deux conditions (19) sont 
vérifiées , il y a deux des trois systèmes de cordes piin* 
cipales qui peuvent être dirigés d'une manière arbitraire 
dans le plan, ou parallèlement au plan 

(20) B'B"x + BBV-f-BB'z=:o, 

auquel se réduisent alors les trois équations (18). 

254* Il reste encore à exprimer que les plans diamé- 
traux conjugués avec ces divers systèmes de cordes se 
trouvent à une distance finie et déterminée. Or, un de 
ces plans sera donné (n^ \ 05) par la formule générale 

(Am -+- B"n -+- B' ) Jc -4- ( A'n 4- B^m H- B)r -+- (A" -h B'm-h Bn) « 

-+-On-C'in-C'' = o, 

qui, pour la racine $=.$' que nous considérons ici, et 
d' près les relations (16), devient 

(21) (j'a:-hC)/7i-4-(jyH-C')«H-(*'«4-C'')=ro. 

Alors on voit que pour que ce plan ne se trouve pas à 
une distance infinie , il faut que la quantité s ne soit pas 
nulle \ de sorte que Jes conditions qui expriment complè- 
tement que la surface (i) est de révolution, sont les 
suivantes : 

. , ^ B'B" ., BB' ., BB'> 

(22) A g— = A' _ = A'-— ^^o. 

255. Maintenant, cherchons Vctxe de réi^olutionj qui 
doit être l'intersection commune de tous les plans ren- 
fermés dans la formule (21). Ici les quantités m etn qui , 
pour chaque valeur de 5, devaient être déterminées par 
deux des équations (16), ne sont plus que liées entre elles 
par la relation unique 

(2t3) B 'B'^wH- BB "/i H- BB' =è o, 

à laquelle se réduisent ces équations (16) pour la ra- 
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cines=s' qui vérifie les relations (19); de sorte qu'en 
éliminant n entre (21) et (28), tous les plans diamétraux 
qui correspondent à cette racine seront donnés par l'é- 
quation 

[B(5'x-i-C)-B'(5>-HCr)]m = B'(5'/-hC')-B^(5'«-+-C''), 

où m demeure arbitraire. Donc , pour avoir une droite 
commune à tous ces plans, quel que soit m, il suffit d'é- 
galer à zéro chacun des deux membres, ce qui donne 
les relations 

par conséquent ce sont là les équations de Taxe de révo- 
lution de la surface. Si, maintenant^ on divise tous 
les termes par s'j et qu'on y substitue les diverses valeurs 
de cette quantité, fournies par les formules (19), les 
équations de r.axe de révolution prendront la forme 

<^« « {' -^ AB-B'B' ) = ^ (^ + A-b"-BB'' ) = »'('+ pSb') ' 

où l'on reconnaît bien une droite perpendiculaire au 
plan (20) , et qui indique la direction du troisième sys- 
tème de cordes principales , lequel doit toujours être per- 
pendiculaire aux deux autres (n** 123). 

256. Toutefois , il est nécessaire d'observer que quand 
l'équation proposée (i) est privée de plusieurs rectan^ 
gles, les conditions générales (22) prennent une forme 
incertaine, et même deviendraient entièrement illusoires, 
si l'on avait chassé les dénominateurs, comme on le fait 
ordinairement^ car alors elles seraient toutes satisfaites 
par les hypothèses B = 8'=: Oj qui cependant ne suffisent 
pas pour que la surface soit de révolution. 

Il faut donc toujours conserver les conditions sous la 
forme (22) \ et pour le cas où Ton a , par exemple , B=o et 



202 CHAPITRE XII. 

B^ = o , remarquer qu^elles se réduisent à 

(25) A-|^B" = A", A'-|7B" = A", 

relations entre lesquelles on peut éliminer le rapport ^ 
qui cause Tindétermination y et par là on trouve 

(26) (A — A")(A' — A") = B"» avec A^'^o, 



pour les véritables conditions qui expriment que la sur- 
face est de révolution, dans Thypothèse admise. Nous exi- 
geons que A" soit différent de zéro , parce que c'est alors 
la valeur de la racine s\ laquelle ne doit pas être nulle , 
pour que les plans diamétraux (21) se trouvent à une 
distance finie et déterminée. Au surplus, on obtiendrait 
directement les relations (26) , en remontant aux équa- 
tions (18), dans lesquelles on ferait B=o et B'=ro^ mais 
il était bon de faire voir que ce cas particulier était com- 
pris dans les conditions (22) , qui , sous la forme que 
nous leur donnons ici, n'induiront jamais en erreur, et 
avertiront du moins des transformations qu'exigent les 
diverses hypothèses particulières. 

Dans le cas où Ton aurait B=B'=o , ou bien B'^B^^o, 
on trouverait de même les conditions 

(27) (A — A')(A" — A') = B'> avec A'^o, 

(28) (A' — A) (A'' — A) =B» avec A^o. 

Quant à l'axe de révolution représenté en général par 
les équations (24) 9 le dernier membre donne d'abord ^ 
pour l'hypothèse B = B' = o, 



c 

A 
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ensuite , les deux premiers membres , débarrasses des fac- 
teurs -7 , —, dont les valeurs sont fournies par les rela- 
tîons (^S), conduiront à cette seconde équation . 

1 — ^' — ^" ( Ç^\ 

On trouverait des résultats semblables pour les hypo- 
thèsesB = B" = o ou B' =3" = o. 

257. Enfin , si Ton suppose à la fois B = B' = B" = o , 
les conditions (22) avertissent encore , par leur forme 
indéterminée, qu'il faut leur faire subir quelque transfor- 
mation ; et en partant des relations (26), (27), (28), aux- 
quelles nous les avons déjà ramenées , quand deux rec- 
tangles seulement étaient nuls , on trouvera que pour le 
cas actuel , les équations qui expriment que la surface est 
de révolution , et celles qui déterminent son axe , sont 

A' = A" ^ o, A"r 4-' C = o, K^z -f- C =: o, 
ou 

A = A"-;;;; o, kx 4- c = o, Az H- C"=: o, 
ou bien 

A==A'^o, Aj?-f-C=ro, Ar -|-C'=o. 

Au surplus , dans l'hypothèse admise ici , la forme de l'é- 
quation proposée (i) rend ces conditions bien faciles à 
obtenir par un calcul direct. 
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CHAPITRE XIII. 

Des plans tangents aux surfaces courbes. 



258. Si par un point donné sur une surface quelconque, 
on y trace tant de courbes que l'on voudra , et qu'on leur 
mène des tangentes par le point en question , toutes ces 
droites se troubleront en général dans un seul et même 
plan, que l'on nomme le plan tangent de la surface : mais 
cette proposition a besoin d'être expressément démon- 
trée \ car on ne voit pas à priori pourquoi ces diverses 
tangentes ne formeraient pas un cône , comme cela arrive 
effectivement pour quelques points singuliers de certaines 
surfaces (*). 

259. Considérons d'abord les surfaces du second ordre, 
que nous prendrons, pour abréger les calculs, sous la 
forme suivante qui les comprend toutes : 

(i) Ax» 4- Ay 4- AV -f- aCa: -h aC'j 4- 2C"z -h E == o. 

Si x\ y\ z' désignent les coordonnées du point donné 
sur la surface , elles vérifieront la relation 

(2) kx'^ -H ky^ -+- M'z'^ -h 2Gr ' -h aCy ' H- iG'z' -f- E = o , 

qui 9 introduite dans l'équation de la surface, lui fera 
prendre la forme 

(3) A{x'^^x'') + A' Cr^-r") -+- A" [z' — z'^) 

+ 2C(^ — ar' ) -h 7.G (^ — j' ) -I- 2C" (z — z' ) = o. 

— ■ — — — - -— - ■■ - — __.. I - _ -I - - * 

(*) Voyez la Géométrie descriptive, livre II, n® 97. 
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Cela posé , une sécante quelconque menée par le point 
en question , sera représentée par 

(4) oc — X* == m{% — z'), 

(5) r - y' =^ n{z^z'); 

et pour obtenir les points dans lesquels elle rencontrera 
la surface, il faudra combiner ]es équations (3) , (4) , (5), 
en y regardant les variables comme ayant les mêmes 
valeurs. Si donc dans (3) , on substitue les valeurs de 
X — x et y — y\ elle deviendra 

^fi^ (r ,»(Am (*-+-*') 4- A'«(/-hr')4-A"(z+«')i_ 
(6) (z-z)| + 2C;„ -+- 2C'« -H 2C" }-°' 

équation qui, quant aux points communs, peut rempla-* 
cer (3), et fera connaître ces points en la joignant tou- 
jours avec (4) et (5). Or, le premier facteur z — z' = o 
conduit k x=: x\ jr = j^', et Ton retrouve ainsi le point 
de départ de la sécante. Le second point de section serait 
donné par le système (4), (5) et (7) , 

(7) Am(a:-Har')-HA'»(r-+-J'')H-A"(r-+-«')-haC/iH-aC'nH-aC'' = 0, 

si Ton avait fixé la direction de cette sécante en assignant 
des valeurs k m et k tf^ mais puisque nous cherchons au 
contraire à déterminer ces constantes de teUe sorte que la 
droite soit tangente à la surface > c'est-à-dire de manière 
que le second point de section se réunisse avec le pre- 
mier, il faut exprimer que le système (4), (5) , (7), est 
vérifié encore par les valeurs x "= x\ y ==y'> ^ = -s', 
ce qui établit entre m et ^ la relation unique 

(8) Amx' H- A'/ir' H- A"z' + Cm -4- C'/i -+-. C" = o, 

d'après laquelle une des constantes metn reste arbitraire. 
Il résulte de là qu'en attribuant à m diverses valeurs suc- 
cessives, et calculant les valeurs correspondantes de n 
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d'après la relation (8) , on aurait par leurs substitutions 
dans (4) et (5) , les équations d'une infinité de droites 
tangentes à la surface au point en question ; par consé- 
quent on obtiendra le lieu géométrique de toutes ces tan- 
gentes ^ en éliminant m et « entre (4), (5) et (8). Or cette 
opération donne pour résultat 

(9) {kx^^c){x^x') + {XY 4- C')(j-r')) 

équation qui représente évidemment un plan : d'où, je 
conclus qu'en chaque point d'une surface du second de- 
gré, il existe un plan tangent. 

260. Il est bon d'observer que , dans l'équation (9) , les 
coefficients des variables ne sont autre chose que les dé^ 
rivées partielles du premier membre de l'équation (i), 
dans lesquelles on aurait substitué les coordonnées du 
point de contact ; et nous verrons bientôt (n? 268) qu'il en 
est ainsi dans toutes les surfaces. D'ailleurs , si l'on déve- 
loppe l'équation (9) et que l'on ait égard à la relation (2), 
on pourra mettre l'équation du plan tangent sous la forme 

(10) ( Ax' -H C) 0? + (Ay + C) r + (A"3' -h C') z ) 

4- Cx' 4- Cy 4- G"z' 4- E ) *^' 

261. Pour les surfaces qui admettent un centre, on 
peut poser dans l'équation (i) 

C = o, C = o,^ C" = o, 

et , dans ce cas , l'équation du plan tangent se réduit à 

(11) Ax'x 4- Ayy 4- A"«'a 4- E = o. 

Or, si l'on mène un diamètre au point de contact, cette 
droite sera représentée par 

x' y' 

X =: —, z zz: mz, y :=: —, z =z nz , 
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et le plan diamétral conjugué avec ce diamètre qui, d'a- 
près la formule (5) du n® 105, est 

Amx -h A'/if 4- A^'z = o, 
deviendra ici 

Ax'x -h A'// -h A"z'zz= o; 

donc îl est parallèle au plan tangent (ii) mené par Tex- 
trémité du diamètre en question. C'est cette proposition 
que nous avons annoncée n^ 232, et que Ton pouvait dé- 
nïontrer à priori en s'appuyant sur ce qu'un diamètre 
d'une surface du second ordre est évidemment conjugué 
avec chacun des diamètres de la section faite par ie plan 
diamétral correspondant. 

262. Cherchons la courbe de contact d'une surface 
quelconque du second degré , avec un cône qui lui serait 
circonscrit et dont le sommet aurait pour coordonnées 
a, 6, y : cette courbe sera le contour apparent de la 
surface , vue du point donné. Or, pour chaque point 
Çx\ y\ z') de cette ligne, le plan tangent à la surface 
touchera nécessairement le cône , et par suite il passera 
par le sommet^ de sorte que l'équation (lo) donnera 
entre x\ y\ ^', la relation 

(12) {Ax' 4- C) a 4- [A!y' 4- C) 64- {Al'z' 4- C') 7) 

4-0' 4.C>'4-C"z'4-E J""^' 

mais , puisque le point de contact que l'on considère est 
sur la surface , on aura aussi 

(i3) A«'« -f. A!y'^ -h A"*" -h aCx' 4- aC>' -H aC*' -f- E = o; 

par conséquent la comiie demandée se trouve détermi- 
née par l'ensemble des écpations (12) et (i3) , c'est-à-dirç 
qu'elle est l'intersection de la surface proposée avec le 
plan que représente l'équation (12). Il résulte de là que 
dans toute surface du second degré , la courbe de con^ 
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tact d'un cône circonscrit est toujours plane; et l'on 
peut même reconnaître que son plan est parallèle au plan 
diamétral conjugué avec la droite qui joindrait le som- 
met au centre delà surface , puisque ce centre a ici pour 
coordonnées 

_ C _ C' _ <^" 

^i~-X, ^^-""Â'* ^^-""F- 

263. Si Ton voulait obtenir la ligne de contact de la 
même surface avec un cylindre circonscrit , et qui serait 
parallèle à la droite 

on exprimerait que , pour chaque point de cette courbe , 
le plan tangent (lo) est parallèle à la droite donnée; ce 
qui fournirait (n^ 4f5) entre les coordonnées du point de 
contact la relation 

(i4) [ko:' 4- C)m 4- (A>' -h C')/z 4- {M'z' -h C") = o, 

laquelle, jointe à l'équation de la surface que doivent 
aussi vérifier les variables x\ y\ z\ suffirait pour dé- 
terminer la courbe demandée. On voit , par la forme de 
l'équation (i4)> <pte cette courbe de contact sera encore 
plancj et qu'elle se trouvera précisément dans le plan 
diamétral conjugué ayec les cordes parallèles aux géné^ 
ratrices du cylindre. 

264. La tangente dune courbe quelconque est tou- 
jours projetée sur la tangente à la projection de la courbe 
primitive , puisque ces deux droites sont les limites res- 
pectives d'une sécante et de sa projection. {Voyez G. Z>., 
n^ 102.) Par conséquent, si la courbe en question est 
définie par ses projections 
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la tangente au point (jc, y^ ^)de cette courbe aura pour 
équations 

(.5) X' - X = g (/-»), {i&)y>-y=^{z'-z), 

OU bien 

en désignant ici par x\ y', z\ les coordonnées courantes 
de la droite demandée. 

265. Lorsque la courbe dans l'espace sera définie , non 
par ses projections , mais au moyen de deux surfaces quel- 
conques représentées par 

F {x,Xy «) == o , F, [x, 7, z) = o, 

i 

il ne sera pas nécessaire de résoudre ces deux équations 
pour en tirer les valeurs de x et y, et par suite celles des 

dérivées — , -^. Car, dans le système des équations si- 
multanées F = o, Fi = o, une seuJe des variables de- 
meurant arbitraire , les deux autres devront varier en 
même temps que celle-là par la différentiation , ce qui 
donnera 

d¥ ^ dY ^ dF ^ 

^ Hx-^-dy^-dz^o, 

dr^ dx\ mFi 

-7— dx H — — - dr H — ; — rfz = o ; 

dx dy dz 

équations d'où l'on devrait tirer les valeurs de -r- et -r- 
^ dz dz 

pour les substituer dans (i5) et (i6). Mais si, au con- 
traire , on substitue ici les valeurs de ces dérivées prises 
dans (i5) et (i6), on obtiendra immédiatement les équa- 

4 
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tious de la tangente sous la forme trè&'^symétrique 

(«7) (-'— )^ + (r'-r)^ + (^-«)^ = o, 
(.8) (x'-.)f'+(r'-r}f^+(«'-^)^|^ = o. 

Nous reconnaîtrons tout à l'heure que ces équations sont 
précisément celles des plans tangents aux surfaces don- 
nées F = o et Fi = o 5 et dès lors on concevra bien com- 
ment le système de ces deux équations détermine la tan» 
gente de la courbe c[ui est Tintersection de ces surfaces. 

266. Dm plan tangent à une surface quelconque. Cette 
surface étant représentée par une équation unique 

(19) ^ =/{^yy)9 

il y aura ici deux variables indépendantes, par exemple 
X ety^ et dès lors la troisième z admettra deux dérivées 
partielles, que nous représenterons, suivant Tusage, par 

— = ^ , -j- = ^. Si , par un point (a:, jr^ z) donné sur 

cette surface, on trace une courbe quelconque dont la 
projection soit désignée par 

(20) X = <P W» 

Tensemble des équations (19) et (20) déterminera com- 
plètement cette courbe ^ mais, pour en obtenir une seconde 
projection , il faudra éliminer y entre les équations pré- 
cédentes , ce qui donnera un résultat de la forme 

(21) z =f\x, <p (j?)] = 4, [xy 

Gela posé , la tangente de la courbe dans Tespace étant 
projetée (n^ 264) sur les tangentes aux deux courbes 
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jdanes (20) et (21), cette droite aura pour équations 

dans lesquelles x\ y\ z\ désignent les coordonnées cou- 
rantes de cette droite. Or, d'après la manière dont la 

fonction ^ a été obtenue , on doit voir que la quantité -j^ 

n'est autre chose que la dérivée totale de z déduite de 
Féquation (19) , mais prise en regardant jr comme une 
fonction de Xy déterminée par la relation (20). Par con- 
séquent on aura 

^_ df{x,y) ^ df{x,y) ^ ___ dff^ 

dx dx dy ' dx dx^ 

et les équations de la tangente deviendront 

(22) . ^'_^ = ^(^'_-.a:), 

(23) ^' _ z = ^^ 4. ^ ^^ (^' - x). 

Maintenant , si Ton veut obtenir le lieu géométrique des 
tangentes à toutes les courbes tracées sur la surface , par 
le point en question , il faut éliminer des équations pré- 
cédentes , ce qui dépend de la fonction f , laquelle peut 
seule caractériser la courbe particulière qu'on a considé- 
rée. Or, en éliminant -^ entre (22) et (28) , on trouve 

(24) z' -^ z zzz p {x' — x) H- ^ (^' — /) ; 

équation du premier degré par rapport aux variables 
x\ y\ je', et qui prouve que le lieu de toutes les tarpgentes 
est bien un plan^ en général. Cette conséquence ne 
pourrait être infirmée que dans les points singuliers qui 

.4. 
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feraient prendre aux dérivées partielles ^ et ^ la forme 

- : comme cela arrive au sommet d'un cône , ou bien en- 
o ' 

core dans une surface de révolution dont le méridien 

coupe Taxe sous un angle oblique , et pour le point de 

cette surface qui est sur Taxe même : voyez la Géométrie 

descriptwe, n^ 97. 

267. Il importe d'observer que l'équation (24) restera 
de même forme , quand bien même les coordonnées se- 
raient obliques 5 puisque le théorème du n® 264 est éga- 
lement vrai dans ce cas, et que l'équation de la tangente 
à une courbe plane , doit encore avoir pour coefficient de 
l'abscisse la dérivée de l'ordonnée. 

268. Lorsque l'équation de la surface sera donnée sous 
la forme 

(25) F \x, j, z) = o , 

on sait qu'en la différentiant successivement par rapport 
aux variables indépendantes x et y^ on obtient 

dx dz ' dy dz ' 

si donc on tire de là les valeurs de p eldeg^ pour les sub- 
stituer dans (24), l'équation du plan tangent prendra la 
forme plus générale \ 

ce qui justifie la remarque qui termine le n^ 265. 

269. On pourra, comme aux n°'262 et 263, faire ser- 
vir cette équation à trouver la courbe de contact d'un 
cône ou d'un cylindre circonscrit à la surface (2$) ; maïs 
au lieu de revenir sur ces questions, nous ferons obser- 
ver qu'on peut aussi déduire de là le contour de la pro- 
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jection d'une surface sur un plan donné , par exemple sur 
le plan XY. Cette recherche , qui est indispensable dans 
plusieurs problèmes de Géométrie , revient à déterminer 
la courbe de contact d'un- cylindre circonscrit et perpen- 
diculaire au plan XY^ par conséquent, pour tous les 
points de cette courbe , le plan tangent de la surface 
sera parallèle à OZ, et dès lors son équation générale 

(26) ne devant plus renfermer la variable z' (pP 8), on 
aura la condition 

rfF 
^=^' 

laquelle, jointe à F (jc, j-, r) = o, déterminera la ligne 
de contact dans l'espace^ puis, si Ton élimine z entre 
ces deux équations, on obtiendra la courbe demandée 
sur le plan XY. 

270. La normale dCune surface étant la droite per- 
pendiculaire au plan tangent, et menée par le point de 
contact (x , j^, z) , elle aura des équations de la forme 

x' — jr= a («' — «), y' '- y = b {z' — z); 

mais les conditions trouvées n^ 47, poiu* exprimer qu'une 
droite et un plan sont perpendiculaires , fourniront entre 
l'équation (24) et les précédentes, les relations 

a = — fy b =— q; 

de sorte que les équations de la normale deviendront 

(27) a:' — x-f-/?(«'— a) = o, j'— 7-4-^(z'--2) = o. 

Les angles a , 6 , y , formés par cette droite avec les 
demi-axes coordonnés positifs, seront donnés (n^ 27) 
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par les formules 




COS€=r ^ 



VjP' -f- y' -f- 1 ' 



dans lesquelles le radical pris positivement se rapporte 
toujours (n^ 28) à la portion de la normale <{ui fait un 
angle aigu avec le demi-axe OZ. Si, d'ailleurs, on sub- 
stitue ici les expressions de ^ et de ^ (n° 268) en fonction 
des dérivées partielles de l'équation F (j:,j^, z) = o, les 
valeurs des cosinus précédents se présenteront sous la 
forme 

, , i dF ^ i d¥ 1 dF 

(^9) cosa = --, ces 6 = -—, cos7 = -— , 

où V désigne le radical 



v/(sy-(f)'-(2y- 



271 . En terminant ce chapitre , nous ferons plusieurs 
remarques importantes sur la position du plan tangent , 
relativement à la surface. D'abord , il ne faut pas s'atten- 
dre qu'il n'y ait jamais entre eux qu'un seul point de 
commun ; <cette circonstance , qui n'est point du tout es- 
sentielle à la définition du plan tangent {n^ 258), se ren- 
contrera , il est vrai , dans les surfaces connexes en tous 
leurs points ; mais , dans les autres cas , ce plan pourra 
couper la surface , et même la couper suivant une courbe 
qui passe par le point de contact, ce qui ne l'empêchera 
pas de renfermer les tangentes à toutes les courbes menées 
par ce point; de sorte qu'en cet endroit il sera vérita- 
blement tangent, et sécant partout ailleurs. On en voit de 
fréquents exemples dans la Géométrie descriptive, et entre 
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autres dans les surfaces annulaires, lorsqu'on choisit le 
point de contact sur la nappe intérieure. ' 

272. En second lien , toutes les fois que la surface sera 
réglée^ c'est-à-dire qu'elle admettra une génératrice rec^ 
tiligney cette droite, qui est elle-même sa propre tan- 
gente, devra être contenue tout entière dans le plan 
tangent-, et s'il existait deux génératrices de ce genre, pas- 
sant l'une et l'autre par le point donné, elles détermi* 
neraient, par leur ensemble, le plan tangent relatif à 
leur point de section •, c'est ce qui arrive dans l'hyperbcK 
loïde à une nappe , et dans le paraboloïde hyperbolique. 
Mais il importe beaucoup d'observer que les surfaces ré' 
glées se divisent en deux classes y qui présentent une 
différence essentielle dans leur contact avec le plan tan- 
gent. 

273. Si la surface réglée est gauche, c'est-à-dire si la 
génératrice rectiligne se meut de telle sorte que deux 
positions voisines AM et A' M', quelque rapprochées 
qu'on les suppose , ne se trouvent pas situées dans un 
même plan, alors les plans tangents relatifs à deux points 

M et N pris sur une même génératrice AMN , renferme- Fig. 33. 
ront tous deux cette droite, mais ils seront distincts l'un 
de l'autre ; car le premier contiendra la tangente MT à 
la section quelconque MM'P, et le second la tangente NV 
à la section NN'Q. Or, comme la droite mobile , en pas- 
sant de la position AMN à la position infiniment voisine 
A'M'N', doit nécessairement s'appuyer toujours sur ces 
courbes qui ont avec leurs tangentes un élément de com- 
mun, cette génératrice peut être regardée, dans cet in- 
tervalle, comme glissant sur les tangentes MM' T, NN'V; 
et par conséquent celles-ci ne sauraient être dans un 
même plan, dès que les droites AMN et A'M'N' ne rem- 
plissent pas cette condition ; donc , enfin , le plan AMT ne 
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coïncide point avec le plan ANV. Concluons de là que, 
dans une surf ace . gauche, les plans tangents relatifs 
aux dii'ers points d'une même génératrice rectiligne, 
passent tous par cette droite, inaàs sont distincts les uns des 
autres^ et chacun ne touche la surface qu'en un point, 
tandis que partout ailleurs il est sécant. Ces circon- 
stances se présentent, par exemple, dans Thyperboloïde 
à une nappe et dans le paraboloïde hyperbolique. 

274. Au contraire , quand la surface réglée sera déi^e- 
loppable, c'est-à-dire qu'elle sera engendrée par une 
droite assujettie à se mouvoir de telle sorte que deux 
positions consécuii\^es soient toujours dans un même 
plan, alors les plans tangents AMT et ANV coïncideront 

Fie. 34. complètement^ car les deux tangentes MT et NT, ayant 
chacune im élément MM' ou NN' commun avec les cour- 
bes MP ou NQ , s'appuieront nécessairement sur les deux 
génératrices infiniment voisines AMN et A'M'N'. Or, 
comme celles-ci sont, par hypothèse, dans un méjne 
plan , les tangentes MT et NV rempliront aussi cette con- 
.dition, et par suite les plans tangents AMT et ANV se 
confondront l'un avec l'autre. Ainsi, dans une surface 
déi^eloppable j c^est un seid et même plan qui touche la 
surface tout le long de chaque génératrice rectiUgne, 

275. Comme les diverses génératrices A, A', A",. . . 
{fig* 34) sont ici deux à deux dans un même plan, il est 
évident qu'elles se couperont consécutivement en des 
points w, m\ m",. . ., qui formeront une courbe à la- 
quelle chacune des génératrices sera tangente , et que l'on 
nomme arête de rebroussement de la surface dévelop- 
pable. 

Dans les cylindres, cette arête de rebroussement est 
tout entière à l'infini ^ et dans les cônes , elle se réduit à 
un point , qui est le sommet. 
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276. Enfin , puisque les éléments superficiels (*) com- 
pris entre A et A', A' et A", . . . sont plans, on pourra 
faire tourner successivement chacune de ces faces autour 
de la droite qui lui est commune avec la suivante, et les 
étendre toutes sur un plan , sans que la surface ait éprouvé 
de fractures. Elle sera ainsi dé\feloppéej en conservant la 
même superficie; et la dénomination de surface déve- 
loppable dérive de cette propriété , qui , évidemment , ne 
saurait appartenir aux surfaces gauches (n^ S73), quoi- 
qu'elles soient aussi réglées. Pour compléter ces notions 
succinctes, nous renverrons aux livres III et Vn du Trcdté 
de Géométrie descriptive^ 



{*) Il faut se garder de donner le nom di'éléments aux génératrices, 
car toigours les élémouts d^une grandeur doWent être homogènes avec 
celle-ci ; ainsi les éléments d\ine surface sont d''autres petites surfaces. 
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CHAPITRE XIV. 

Génération des Surfaces par le mout^ement d\une ligne 
assujettie à glisser sur une ou plusieurs directrices. 



277. Nous avons déjà rencontre , dans ce qui précède, 
divers exemples de surfaces engendrées par une droite ou 
par une courbe, qui, en changeant de position et même 
de forme, s'appuyait constamment sur une ou plusieurs 
directrices fixes ; il sera donc facile maintenant de géné- 
raliser les considérations qui nous ont servi dans ces cas 
particuliers, et de les étendre à une génératrice repré- 
sentée par les équations 

W /i{*>r» «> a> 6,7,. ..) = o. 

1j espèce de cette courbe est déterminée, parce que les 
fonctionsy*et y*i sont censées connues de forme ^ mais 
comme elles renferment n constantes arbitraires , ou ^a- 
ramètres ^variables a , ê , y , . . . , la position , les dimen- 
sions , la courbure de la génératrice changeront , en gé- 
néral , avec les diverses valeurs que Ton attribuera à ces 
paramètres. Or , si Ton faisait varier ceux-ci d'une ma- 
nière arbitraire et indépendamment les uns des autres, 
la ligne mobile parcourrait un lieu solide , qui pourrait 
même souvent remplir tout Tespace^ car en supposant 
d'abord que a seul varie , et éliminant cette quantité entre 
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(i) et (a), on aurait un résultat 

qui conviendrait à toutes les positions de la génératrice 
correspondantes auic diverses valeur» de a :niais ce résultat 
lui-même représente une infinité de surfaces aussi rap- 
prochées qu^on voudra les unes des autres , et qui s'ob- 
tiendront en faisant varier de zéro à ±00 , d'abord 6, 
puis 7 ,. . . (*)• Par conséquent, Ton n'obtiendrait ainsi 
aucune surface déterminée; au lieu que si l'on assu- 
jettit la ligne mobile (i) et (2) à s'appuyer constamment 
sur n — I directrices données, ces conditions établiront 
entre les n paramétres, n — i relations qui n'en laisse- 
ront plus qu W d'arbitraire , et le mouvement de la géné- 
ratrice sera complètement réj^é. 
278. Soient , en eflet , 

(3) F(x,7, 2)=:o, (4) F. (:r, /,«)=: o, 



(^) Par exemple , le cercle représenté par 

r " + (« — 6)* = R* — aS X — a = o, 
donne , par Pélimioation de a, Téquation 

qui appartient à une infinité de sphères d'un rayon constant , et dont les 
centres, «Itués sur l'axe des s, s'obtiennent en faisant variera de zéro 
à ±00,' donc cette équation convient à tons les points du solide cylin- 
drique qui a pour axe OZ , et pour rayon R. De môme , le cercle mobile 

conduit à l'équation 

.r«-+-r'-+-«'=6"-hR% 

laquelle appartient à tous les pointi de l'espace indéfini qui se trouve en 
dehors de la sphère du rayon R , et dont le centre est à l'origine des coor- 
données. 
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les équations de la première directrice. Pour exprimer 
que la ligne mobile a , dans toutes ses positions y un point 
de commun avec cette directrice , il faut écrire que leurs 
quatre équations sont satisfaites- par un même système de 
valeurs attribuées k x^ y^ z\ or cela exige qu'en élimi- 
nant ces trois coordonnées entre les équations (i), (2), (3) 
et (4) 9 Téquation finale j q^i sera de la forme 

4»(a,^,7,,..) = o, 

soit vérifiée par les valeurs qu'on attribuera aux constantes 
a , S , y, ... : par conséquent , cette équation de condition 
établit déjà entre les paramètres la dépendance nécessaire 
pour que la génératrice s'appuie constamment sur la pre- 
mière courbe assignée. Mais chaque nouvelle directrice 
fournira semblablement une relation entre a , 6, 7? • • • 5 
de sorte que pour représenter complètement la généra- 
trice s'appuyant sur les » — i directrices, il faudra pren- 
dre le système des n+i équations suivantes: 

(i) f {3c,y, z, a, 6, 7 . ..) =0, 

(2) /i(^, J, «, a, 6, 7,...) =0, 

* (a» ^>7» ) =Oj 

*i(a7^>7> ) = 0, 

^2(a>^>7> ) = o> 

Or , comme il n'y reste plus évidemment qu'un seul pa- 
ramètre, a par exemple, qui puisse recevoir des valeurs 
arbitraires , il s'ensuit que , pour obtenir le lieu de toutes 
les positions de la génératrice , on devra éliminer a entre 
les équations Ci) et (2), après y avoir substitué les valeurs 
des autres paramètres en fonction de celui-ci ; ce qui re- 
vient à dire qu'il faudra généralement éliminer les n cons- 
tantes a , ê , y , . . . entre les w + 1 équations précédentes. 
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D^ ailleurs, comme le résultat de cette élimination sera 
une équation unique où il n^entrera plus aucune arbi- 
traire, il en résulte que la courbe mobile aura bien 
décrit, dans son mouvement, une surface déterminée. 

â79. Dans le cas assez fréquent où Ton n'assigne 
qaune seule directrice, 

F(a:,7,«) = 0, F, (jr,j^, «)=o, 

et où par conséquent la ligne mobile ne doit renfermer 
que deux paramètres arbitraires, cette génératrice sera 
représentée, dans une position quelconque, par le sys- 
tème 

/ i^yf^ 2, a, 6) = O, 
fx(xyyy z, a, 6) = o, 

^ (a , 6) = o , ou bien ê = y (a). 

De sorte que si l'on résout les équations /= o , yi==o, 
par rapport aux constantes , il s'agira d'éliminer a et S 
entre trois équations de la forme 

(5) a =r a , t' = 6 , 6 = y (a) ; 

ce qui donnera pour l'équation de la surface 

(6) V z=z f^ (tt) , ou bien * (w , f) = o. 

Remarquons ici que m et f^ désignent deux groupes en x^ 
y^ z , qui ne cbangeront jamais pour toutes les surfaces 
d'une même yamiZ/e, c'est-à-dire pour celles qui, a3met- 
tant la même génératrice [/*, f^ , ne difiërent l'une de 
l'autre que par l'espèce de la directrice [F, Fj; tandis 
que la fonction q>, qui dépend évidemment de F et de Fj, 
changera avec chacune des surfaces individuelles de cette 
famille. Ces distinctions vont s'éclaircir par les exemples 
suivants. 

280. Surfaces cylindriques. Elles sont engendrées 
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par une droite mobile qui reste parallèle à une direction 
donnée, eu glissant sur une directrice fixe 

F {x, X, z) = o, F, («, X, z)z=o; 

par conséquent , la génératrice aura des équations de la 
forme 

dans lesquelles m et n seront des constantes données et 
invariables , tandis que a et 6 seront les paramètres arbi- 
traires 5 mais ceux-ci seront liés entre eux par une rela- 
tion 6 = (p (a), qui, dans chaque exemple, se déduira, 
comme nous Pavons dit , des quatre équations précédentes 
par Téliminationdes coordonnées. Ainsi les équations (5) 
deviendront alors 

X — 1712 = a, X — «z z= 6 , 6 = y (a) ; 

et en éliminant a et 6 entre ces trois dernières , la sur- 
face cylindrique sera représentée généralement par 

(7) X —- nz= ff{x— mz). 

On voit qu'ici les quantités u ex. i^ sont les binômes 
X — mz et j^ — nz ^ qui resteront de même forme pour 
tous les cylindres pO;Ssibles , tandis que la fonction f chan- 
gera avec la directrice particulière qu'on aura adoptée. 

281 . Appliquons cette méthode au cylindre qui aurait 
pour directrice Tellipse 

Pour exprimer que la génératrice 

X = mz -f-a, ^ = «z-f-6 
A toujours un point de commun avec cette courbe , on 
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élimine x^ y^ z entre ces quatre équations, et Ton ob- 
tient la relation 

9} 6^ 



A- 55 ~ '' 

laquelle tient lieu de 6 = ^ (a) \ puis , sans la résoudre 
par rapport à 6, on élimine a et ê entre les trois der- 
nières équations , et il vient pour le cylindre demandé 

282. L'équation des cylindres, sous la formé (7), est 
dite V équation en quantités finies ; mais on peut en ob- 
tenir une autre qui soit même indépendante de la direc- 
trice, ou de la fonction 9 qui seule caractérise cette 
courbe dans chaque cas particulier. Pour y arriver, j'ob- 
serve que Téquation 

(7) jr — rtz = (p (a: — mz) , 

renfermant deux variables indépendantes^ x et y, peut 
être différentiée successivement par rapport à jr et ^ , ou 

par rapport à j* et ^ ^ donc , en désignant toujours — 

et — par p et q^ et par y ' la dérivée de la fonction (f , 

on obtiendra 

— np = (i — mp).<f^ (x — /wz), 
I — nq rz: — mg . ç' (jc — mz). 

Or, entre les trois équations précédentes , on peut élimi- 
ner (f et (p' qui seules varient pour diverses surfaces cy- 
lindriques ; et même , comme les deux dernières ne con- 
tiennent que 9', si on les divise TuBe par Tautre, on aura 

np I — mp 

i "— nq mg ' 
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d'où l'on tire 

(8) mp -{- nq = i, 

équation aux différences partielles qui convient à toutes 
les surfaces cylindriques , quelle qu'en soit la directrice. 
283. On aurait pu obtenir directement l'équation (8) 
en exprimant que dans ces surfaces , les divers plans tan- 
g^ntSj dont chacun renferme (n*^ 272) une génératrice du 
cylindre, sont tous parallèles à la droite 

En effet, si l'on applique à l'équation générale du plan 
tangent pour une surface quelconque , 

3' — « = /? (a?' — a?) + ç (j' — 7) = o , 

la condition trouvée au n® 45 , on obtient pour le carac- 
tère général de tous les cylindres , 

mp -^ nq — i = o , 

relation identique avec l'équation (8). 

284f. L'équation (8) peut servir plus commodément que 
la formule (7) , à reconnaître si une surface donnée L= o 
est cylindrique ou non. Pour cela , on tire des équations 

les valeurs des dérivées p et q^ pour les substituer dans 
(8), et il faut évidemment que le résultat 

(9) 

soit vérifié pour tous les points de la surface L , c'est-à- 
dire quelles que soient les valeurs de Xj jr^ z\ mais 
conmie on ne connaît pas à priori les quantités m et /i , 
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on égalera à zéro les coefficients des* diverses puissances 
des coordonnées, et Ton examinera si l'on peut satisfaire 
à ces conditions par des valeurs réelles de m et de w. 

Admettons , par exemple , que L = o soit Féquatîon 
générale des surfaces du second degré ; alors l'équation (9) 
deviendra 

et comme ce résultat doit être vérifié pour toutes les va- 
leurs de j: , j^, ^ , il faudra poser 

A/w 4- B"/ï -h B' =r o, 

A'/ï 4- B'^/w -h B = o, 

A'' ■+- B'/w -+- B/2 = o , 

Cm -h Cn -h C" = o : 

de sorte qu'en calculant m et n par les deux premières 
de ces équations, et les substituant dans les autres, on 
aura , pour exprimer que la surface du second degré est 
cylindrique , les deux conditions 

AB* + A'B'» 4- A''B"* — AA'A" — aBB'B" = o , 

C (A' B' — BB") 4- C (AB — B'B") -h C" (B"^ — AA') = o , 

qui conviennent effectivement aux trois genres de sur- 
faces dont nous avons parlé dans les n°* 245, 246 et 247. 
285. Quelquefois on n'asâigne pas immédiatement la 
courbe directrice d'un cylindre , mais on exige qu*il soit 
circonscrit à une surface donnée L = o ^ alors il faut 
commencer par chercher la ligne de contact de ces deux 
surfaces. Or, pour tous les points de cette ligne, les plans 
tangents seront communs^ et par suite les dérivées p et 
y, qui seules déterminent l'inclinaison du plan tangent, 
devront avoir les mêmes valeurs dans le cylindre et dans 

i5 
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la surface L. Par conséquent, si des équations 
rfL dL dh dL 

H r p = G, h 

dx dz dy dz 



^P = ^y T^H- TT 7 = o» 



OU tire les valeurs de ^ , ^ , pour les substituer dans Té- 
quation (8) , cette dernière devra être satisfaite , et l'on 
aura, comme ci-dessus, 

, . dh dLi dLi 

(9) '"ÂT-^/'-^^^^"- 

Mais ici cette relation n'est plus vraie pour des valeurs 
quelconques de x^ y^ z-^ elle ne subsiste que pour les 
points de la ligne de contact cherchée , et c'est seulement 
l'équation d'une surface qui contient cette courbe. Or, 
comme la surface proposée la contient aussi , il s'ensuit 
que l'ensemble des équations (9) et L = o, détermine 
complètement la ligne de contact , qui devient alors la 
directrice représentée au n^ 280 par F =0 et Fj =0; 
ensuite le reste du calcul s'achèvera comme dans cet 
article. 

286. Cherchons, par exemple, le cylindre qui serait 
circonscrit à l' ellipsoïde 

Aa?^ -4- A'/2 H- M'z" = I , 

et dont les génératrices auraient toujours une direction 
marquée par les constantes données m et n, La courbe de 
contact sera déterminée par l'équation précédente , jointe 
à l'équation (9) qui devient ici 

Amx -\- A'ny -\- A."z = o , 

et ce résultat s'accorde avec ce que nous avons trouvé 
n** 263. Cela posé, en combinant ces équations avec 

X z= mz -{- a y y = nz -^^ y 
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pour éliminer x, y^ z, on obti^dra la relation qui doit 
exister entre a et 6 , savoir, 

(Aa» -+- A'6» — i) (Aot* 4- A'/î» -f- Â" ) = (Aiwa -f- A'/ï6)» ; 

puis il reste à substituer ici les valeurs de a et 6 tirées des 
équations de la droite, ce qui donne pour Téquation du 
cylindre 

\k(x — mzy-h A'(y'^nzy — i] (Am^ -h A'/i^ -h A") 
= [Am (x — mz) + A'n [j- — ^^Jf' 

Mais, parmi les diverses réductions que peut subir ce ré- 
sultat, nous adopterons la transformation suivante : si au 
second membre >on ajoute la quantité A*'z — A"^, il de- 
viendra 

[(Amx -h A'nx -h A'^z) — (Am' -h A'/i* -h A*') z]\ 

Or, en développant le carré de ce binôme, puis transpo- 
sant les deux derniers termes dans le premier membre de 
Téquation du cylindre , celle-ci prendra , après quelques 
réductions évidentes, la forme remarquable 

[Ajc" 4- Ay -h AV — i) (Am» 4- A'/i» -h A'^) 
= (Amx 4- A V -h A''z)% 

par laquelle on voit manifestement que ce cylindre touche 
l'ellipsoïde le long de la courbe située dans le plan 

Amx ■+■ A'ny -h A"z = o. 

D'ailleurs, si l'on désigne par R le demi-diamètre de l'el- 
lipsoïde, qui serait parallèle aux génératrices du cylindre, 
sa longueur s'obtiendra évidemment en combinant les 

équations 

R* = j?» -f. j' -f- z% x = mzy jr=nz 

avec celle de l'ellipsoïde ; ce qui conduit à 



R' = 



Am* -f- A'/i» -f- A"' 



i5. 
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On pourra donc inlrod\jire ce rayon vecteur dans Téqua'- 
tion du cylindre; et même si, pour plus de symétrie, on 
appelle X , fx, v , les angles qu'il fait avec les axes , on aura, 

comme on sait, 

CCS X ces fi 

m = , n = , 

cos V ces V 

et Téquation du cylindre deviendra enfin 

Ax» H- A>» -^ A"** — I = R* (A* C08 X -h A'r cob fx 4- A"* cos v)\ 

287. Surfaces coniques. Elles sont produites par le 
mouvement d'ufle droite qui , passant toujours par un 
point fixe (a , & , c) , s'appuie constamment sur une di- 
rectrice donnée 

F(*>r» ^) = o, F, (a?, fy z) = o. 
Par conséquent, la génératrice sera représentée ici par 

X — £i = a(« — c), X — 6=6 (« — c); 

mais il faudra (n** 278) y joindre une relation 6 = y (a), 
qui, dans chaque exemple particulier, s'obtiendra par 
Félimination des coordonnées a:, y^ z entre les quatre 
équations précédentes , et alors les trois équations (5) de 
viendront 

de sorte qu'en éliminant a et 6 entre ces dernières , l'é- 
quation générale des surfaces coniques sera 

Lorsque le sommet sera situé à l'origine des coordonnées, 
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cette équation se réduira à 

y 



H.©> 



Z X 



ce qui revient à dire que de« trois quotients -, -, -, 

deux quelconques sont fonction l'un de Tautre ; et par 
conséquent Téquation sera homogène. 

288, Prenons pour exemple un cône dont le sommet 
aurait pour coordonnées a^b ^ c ^ et dont la directrice se- 
rait l'ellipse 

X^ y' 

En éliminant x^ y^ z entre ces équations et celles de la 
génératrice 

X — a = a (z — c) , y — 6 = 6 (z — c) , 
on aura la relation qui doit exister entre ûc et € , savoir^, 

P "^ B^^ ~ '' 

puis éliminant a et 6 entre les trois dernières équa- 
tions, il viendra pour l'équation de la surface conique, 

A^ B' V / 

On pourrait en déduire le cylindre trouvé n° 281 , en 
divisant les deux membres par c*, puis posant 

a b 

— zzi m^ — = /i et c:— ^00. 

c c 

289. Si l'on veut que le cône devienne droit, il suffira 

de poser 

A=rB, as=o, hz=zo\ 
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alors Téquation précédente se réduit à 

f 

A' 
X' -hy^ = — (z — c)^ = (2 — cy tang' », 
c • 

OÙ co désigne Tangle constant formé par chaque généra- 
trice avec l'axe. Au surplus, cette équation se retrou- 
vera immédiatement chaque fois qu'on en aura besoin, 
si l'on remarque que le triangle rectangle formé par l'axe, 
avec le rayon vecteur abaissé perpendiculairement d'un 
point quelconque x^ y^ z de la surface , donne évidem- 
ment la relation 

r ^x^ 



tang 0) 



z 



290. Pour obtenir Véquation aux différences par-^ 
tielles des surfaces coniques , il faut éliminer la fonction f 
qui change de forme avec la directrice particulière 
qu'on adopte. Or, si l'on différentie l'équation (10) tour 
à tour par rapport à x et z , et par rapport à j^ et z , on 
trouve 

-- (X — b)p _ z ^ c —' {x ^ a)p / ^ — fl \ 

(z — cy "" (z — cy ' "^ \z— cj' 

z^c—jy — b)q __ — (j? — g)^ , (fJZLf\ 

(z — cy "" {z-'cy • ^ \z ^ cj' 

puis en divisant ces résultats l'un par l'autre , la fonc- 
tion 9' disparait, et il reste 

iX — b)p __ Z'—C'-{x^à)p 

z — c ^ (y -^ b)q '^ {x -^ a)q 

OU, en réduisant, 

(i i) p(x — fl) 4- q{y — b) = z -^ c. 

291. Cette équation des surfaces coniques aurait pu 
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s'obtenir en exprimant qu'ici les dwers plans tangents j, 
dont chacun renferme (n® 272) une génératrice rectiligne, 
dowent passer toiis par le sommet <iont les coordonnées 
sont a, i, c. Eu effet, l'équation générale du plan tan- 
gent 

3' — 3 = p{x' — o:) 4- q{y' — y) 

devra alors être vérifiée par x' = a^ j =. b^ z' ■=z c\ 
ce qui conduit à une relation identique avec (ii). D'ail- 
leurs on pourra faire servir cette équation (i i) à recon- 
naître si une surface donnée L = o est coniquej par une 
marche analogue à celle que nous avons employée au 
n" 284 ^ mais ici les quantités a , £ , c seraient les incon- 
nues auxquelles il faudrait appliquer ce que nous avons 
dit alors de m et de ra. 

292. liorsqu^au lieu d'assigner immédiatement la di- 
rectrice [F, Fi], on exige que la surface conique soit 
circonscrite à une surface donnée L = o , il faut com- 
mencer par chercher la ligne de contact des deux sur- 
faces. Or, comme les plans tangents seront évidemment 
conununs pour tous les points de cette courbe , les déri- 
vées p elq déduites de L = o , devront vérifier l'équation 
(il); par conséquent la ligne de contact cherchée sera 
représentée par le système 

L=o, {a:-a)- + {y-h)—+[z-c)- = o; 

alors , en prenant ces deux équations pour tenir lieu de 
F = o et Fi = o, on achèvera le calcul ainsi qu'on l'a 
aitaun^287. 

293. Si la surface L = o est un ellipsoïde représenté 
.par 

kx" -hAy -f- A'V = I, 
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la courbe de contact sera déterminée par cette équation 
jointe à la suivante 

(12) Aa?(j? — ^) + ^'y{y — ^) -h A!'z[z — c) = o ; 
mais celle-ci , combinée avec la première , donne 

(i 3) kax -h Mby + M'cz = i , 

ainsi nous pouvons employer (12) et (i3) pour définir la 
ligne de contact. 

Cela posé, il faut exprimer que la génératrice a tou- 
jours un point de commun avec cette courbe , en élimi- 
nant x^ y^ z entre les équations (12), (i3) et les sui- 
vantes 

X — a = a,(z — c) , jr — b = ^(z — c) : 

or, si Ton substitue d^abord les valeurs des seuls binômes 
X — a et j — b dans (12), cette équation deviendra 

(i4) AoLX -+- A'êjr -h A"« = o ; 

et alors Télimination de x^ j^ z entre (i3), (i4) et les 
équations de la droite s'effectuera aisément, et donnera 
la condition 

(Aa» -I- A'ê» -f- A") (Aa« + A'6» -H A"c> - 1 ) = (Aaa -4- A'fcê H- A'c)*. 

Il reste m^aintenant à substituer ici les valeurs de a et S , 
tirées des équations de la génératrice , ce qui donne pour 
la surface conique demandée , 

[A(^— «)=» -h A'(/— ô)* + A"(3--e')](Aa='-h A'^* -l-AV— i) 

mais si l'on observe que le second membre peut s'écrire 

\[kax -f- Mhy -+- M'cz — i) — (Aa» + k!¥ -h AV — i)]% 
puis, si Ton développe le carré de ce binôme , et que l'on 
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transpose les deux derniers termes dans le premier mem- 
bre, Féquàtion du cône deviendra , après quelques réduc- 
tions évidentes , 

(A^-^ -h Ay -f- M'z" — i) (Aa' + Mh^ 4- A"c' — i ) 
~ {Kax H- Mby -4- A'Vz •— i)». 

Sous cette forme, on voit manifestement que le cône 
touche l'ellipsoïde le long de la courbe plane représentée 
par l'équation (i3). D'ailleurs, en appelant S la longueur 
de la droite qui joint le centre de l'ellipsoïde avec le som- 
met du cône , et R la portion de cette ligne qui forme un 
demi-diamètre de l'ellipsoïde , on trouvera aisément que 
le coefficient constant du premier membre a pour valeur 

ga _ j^a 

Aa' + Mb^ -f. M'e^ — i = — ^-— . 

294f. Surfaces de révolution. On les définit ordinal^ Fio. 35. 
rement commç produites par le mouvement d'une courbe 
MM', qui tourne autour d'un axe fixe AC , de telle sorte 
que chaque point M décrit un cercle dont le plan est per- 
pendiculaire à l'axe , et dont le centre est sur cet axe : 
cette génératrice MM' ne coïncide avec le méridien de la 
surface , qu'autant qu'elle est tout entière située dans un 
plan passant par AC. Mais, d'après cette définition, les 
surfaces de cette classe n'admettraient point une généra- 
trice d'une espèce constante, puisque la courbe MM' 
changera avec chaque surface individuelle ; au lieu que si 
Fon regarde la surface comme engendrée par un cercle 
CM, dont le centre se meut sur AC, tandis que son 
plan reste perpendiculaire à cet axe, et dont le rayon 
croît ou décroît de manière que la circonférence ren- 
contre toujours la courbe MM', alors Te cercle mobile de- 
vient une génératrice d'une espèce constante et commune 
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à toutes les surfaces de révolution , et la ligne MM' n'est 
plus qu'une directrice variable qui distingue chaque sur- 
face particulière. Exprimons donc par l'analyse ce se- 
cond mode de génération , qui d'ailleurs est une suite né- 
cessaire de la définition primitive. 

295. Représentons la directrice MM' par 

F (^> r» 2) -"= Of F, (x, y, z) = o, 

et l'axe de révolution que nous supposons mené d'un cer- 
tain point (a , £ , c) dans une direction connue , par 

X — a == m{z — c) , y — h •=z n[z — c) ; 

alors un quelconque des parallèles de la surface pourra 
être regardé comme l'intersection d'un plan perpendicu- 
laire à l'axe AC, avec une sphère' dont le centre serait 
sur cette droite 5 par conséquent ce cercle aura des équa- 
tions de la forme 

( 1 5) mx H- 72;^ -+- z = 6 , 

(16) {x — af H- {y ^ by -f- (z — c)> = a. 

Cependant , pour qu'il soît véritablement un parallèle de 
la surface, il faut y ajouter une relation 

6 = (p (a) 

propre à exprimer que ce cercle a , dans toutes ses posi- 
tions , un point de commun avec la directrice MM' 5 et 
cette relation s'obtiendra , dans chaque exemple , en éli- 
minant x^y^ z, entre les quatre équations (i5), (16), 
F = o et Fi = o. Cela posé , il restera à éliminer a et 6 
entre les trois équations de ce parallèle , et l'on obtiendra 
pour la surface de révolution , 

(17) z -^ mx -^ nyz= t^ {{x — àf -h (r •— ^Y -h (z — cf]. 



\ 
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296. Lorsque l'axe de révolution est pris pour l'axe 
des z,ouam = o, n = 0] et comme alors on peut pla- 
cer le centre (a, i , c) de la sphère à l'origine même , 
l'équation précédente se réduit à 

laquelle pourra toujours être ramenée à la forme 

Mais y dans ce cas particulier qui arrive fréquemment , il 
est plus simple de regarder immédiatement chaque paral- 
lèle comme l'intersection d'un cylindre droit avec un 
plan perpendiculaire, c'est-à-dire de prendre, au lieu 
des équations (i5) et (i6), les suivantes 

2 = 6, x^ -^ f^ z= a; 

et en y joignant toujours la relation S = o (a), qui s'ob- 
tiendra comme ci-dessus , on arrivera directement à 

z = f (x^H-r*). 

297. Prenons pour exemple la surface décrite autour 
de l'axe OZ, par la droite quelconque 

A' = Az H- A , ^ = Bz -f- /• . 

Ces équations , qui remplacent ici F = o , Fi = o , étant 
combinées avec celles d'un parallèle 

donneront , par l'élimination des coordonnées , la relation, 

(A6 + A)^ + (B6-f.X-)2 = a; 

et si entre les trois dernières équations , on élimine ce et 6, 
on trouvera pour la surface demandée 

(Âz + A)' -H ( B« -+• ^y = x^ -h x\ 



2^6 CHAPITRE Xiy. 

OU bien 

x^-h X^ — (A' -4- B»)z» — 2(AÂ -h B*)z = A» H- it% 

résultat qui appartient évidemment à un hyperboloïde 
à une nappe, dont le centre situé sur Taxe OZ , est facile 
à déterminer. Au surplus, si Ton conçoit qu'on ait pris 
pour axe des x la plus courte distance de Taxe de révolu- 
tion à la droite mobile , celle-ci se trouvera parallèle au 
plan YZ , et il faudra poser dans ses équations A = o , 
A == o ; de sorte que l'équation de la surface devenant 

^' -f- r' — B'z' = h\ 

se trouvera rapportée à son centre. D'ailleurs on voit que 
le méridien de la surface est effectivement une hyper- 
bole 

j = G, x^ ■— B^z» = A% 

dont le demi-axe réel est la quantité h qui mesure ici la 
plus courte distance des trois droites données. (Voyez 
Géométrie descriptwe, n*' 140.) 

208, Nous ne nous arrêterons point à appliquer cette 
méthode à un méridien elliptique, tel que 

OU à une hyperbole , une parabole \ car on retrouverait 
ainsi l'ellipsoïde , l'hyperboloïde.... de révolution : mais 
nous considérerons plutôt la surface annulaire produite 
par un cercle tournant autour d'un axe OZ qui, sans 
passer par le centre , est néanmoins situé dans le plan de 
ce cercle : c'est le tore » qui se rencontre dans plusieurs 
épures de Géométrie descriptive. Représentons donc ce 
méridien circulaire par 

jr = o, (a: — l)' + 3^ = R% 
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puis, combinons ces équations avec celles d'un paral- 
lèle 

3 = 6, 07 ■+-/*= a, 

pour éliminer x^ Ji ^^ 6t nous obtiendrons la rela- 
tion 

ensuite , éliminons a et 6 entre les trois dernières équa- 
tions, et nous aurons pour la surface annulaire pro- 
posée 

(/ ±: six" -h y^y 4- i' = RV 

Cette équation qui, après la disparition des radicaux, se 
trouvera du quatrième degré, mais qui peut être discutée 
aisément sous la forme actuelle , présentera un noyau 
vide autour de Taxe des z , ou bien une espèce d'enton- 
noir formé par la nappe intérieure, suivant que Ton 
aura 

/>R DU /<R. 

299. Cherchons maintenant Véquation aux différences 
partielles des surfaces de révolution, en éliminant la 
fonction (f de Téquation 

(17) z-\- mx '\- ny = ^[[x^ àf -h {y ^ by -^[z-^cf]. 

Or, si l'on différentie successivement par rapport à x 
et ^, et par rapport à j^ et z, on obtient 

puis, en divisant ces dernières équations membre à 
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membre, il vient 

p -\- m X — : a -\-p(z — c) 
q -^ n y — h -\r q{z — c)* 

d'où Ton tire 

(i8) pS^y — h — n{z — c)] -— ^ [j: — <i — m (5 — c)] = n (x— a)— m{y — h). 

f 

300. Si Taxe de révolution coïncide avec OZ, nous 
avons déjà dit (n° 296) que Ton devait annuler w, /i, û, 
J, c\ de sorte que Téquation précédente se réduit à 

py — qxz=iQ\ 

c'est ce qu'on trouverait immédiatement en diflFérentiant 
comme ci-dessus la dernière équation du n° 296. 

301 . On pouvait arriver à ces deux résultats en expri- 
mant que dans cette classe de surfaces , la normale va 
toujours rencontrer Vaxe de révolution. ,Pour justifier 
cette dernière assertion , il suffit d'observer que , quel que 
soit le méridien, le plan tangent dans un point quel- 
conque renferme nécessairement la tangente au parallèle. 
Or, cette droite étant évidemment perpendiculaire au 
rayon du parallèle et à l'axe , qui sont tous deux dans le 
plan méridien , se trouve donc perpendiculaire à ce plan ; 
d'où l'on conclut que , dans toute surface de révolution , 
le plan tangent est perpendiculaire au plan méridien 
qui passe par le point de contact. Il en résulte -que la 
normale sera contenue dans ce plan méridien j et, par 
suite, elle ira rencontrer l'axe de la surface. 

Cela posé , la normale à une surface quelconque étant 
représentée (n° 270) par 

il faudra, pour qu'elle aille rencontrer l'axe des z que 
nous supposons l'axe de révolution, que les équations 
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précédeutes fournissent une même valeur de z' quand on 
y posera x' = o et ^' = o; or, en égalant les deux va- 
leurs de z ' données par cette hypothèse , on trouve 

-=-, OU /?/ — ^^r=0, 
P 1 

résultat identique avec Téquation citée au n° 300. On 
parviendrait semblablement à Téquation (i8) , en combi- 
nant les équations de la normale avec les suivantes 

x' — a-=zm[z' — c), y' — bz=n{z' — c), 

qui ont servi (n° 295) à représenter l'axe de révolution 
dans une position quelconque. 

302. L'équation (i 8) aux différences partielles, peut 
servir à reconnaître si une surface donnée L = o est de 
révolution-, car les valeurs des dérivées petq^ tirées de 

dL dh dL dh 

d^-^-dl^^""^ 57"^^^ = ^' 

devront vérifier l'équation (i8), quelles que soient les 
coordonnées x^ y^ z\ par conséquent, il faudra, après 
cette substitution , égaler à zéro les coefficients des diverses 
puissances de ces coordonnées , ce qui fournira entre les 
constantes inconnues m , ti , <3 , 2» , c un certain nombre 
d'équations, qui devront s'accorder pour que la surface 
soit de révolution. Cette marche, appliquée à l'équation 
générale du second degré , ferait retomber sur les condi- 
tions que nous avons obtenues autrement dans les n^** 253 
et suivants. 

303. Lorsqu'au lieu de donner immédiatement la gé- 
nératrice d'une surface de révolution, c'est-à-dire la 
courbe M M' qui est véritablement la directrice du cercle 
mobile, on exige que la surface cherchée soit circonscrite 
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à une surface connue L^so, il faut encore commencer 
par déterminer la ligne de contact. Or , en chaque point 
de cette courbe , le plan tangent sera évidemment com- 
mun aux deux surfaces ; ainsi les dérivées pet q, déduites 
de L = o, et substituées dans Téquation (i8), devront la 
vérifier, du moins pour tous les points de cette courbe^ 
donc, après cette substitution, Fensemble des équations 
(i8) et L = o représentera complètement la ligne de con- 
tact , et en la prenant pour la directrice de la surface de 
révolution , on en fera le même usage que des équations 
F=o,Fi==:o, dun«265. 

Effectuons les calculs pour le cas où Taxe de révolution 
coïncide avec OZ, et où par conséquent Téquation (i8) se 
réduit à 

pX — qx=:0: 

en y substituant les valeurs de ^ et de ^ , tirées de L = o 
qui donne 

dL dla dh dL 

on obtiendra pour les équations de la ligne de contact 

s 

dL dL 

304. Par exemple , dans un ellipsoïde dont les diamè- 
tres principaux seraient parallèles aux axes coordonnés, 
la courbe de contact serait représentée par le système 

A(x — il)2-f-A'(^— ^)'-f- A"(2— c)» =r I, 
(A — A') arj^ — Aajr -f- A^bx = o. 

Cette ligne serait donc ici à double courbure ^ mais si 
A = A', Tellipsoïde devient lui-même de révolution , et la 
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dernière équation se réduisant à 

b 
a 

elle représente un plan passant par Taxe OZ et le diamè* 
tre vertical de Tellipsoïde: par conséquent, la ligne de 
contact ne sera autre chose qu'un des méridiens de cet ellip- 
soïde, et en tournant autour de OZ, elle engendrera une 
surface annulaire différente de celle du n^ 298. 

Si l'on veut achever le calcul , on combinera les équa- 
tions de ce méridien elliptique 

A(x — fl)^ -I- A(r — by -H A." (2— <?)* =1, r = ^ *, 

avec celles d'un parallèle 

2 = 6, j?' -f- j^' = a , 

pour en éliminer j: , y, ^ , et l'on trouvera entre a et o 
la relation 

A(v/â— D)»-hA''(6 — c)»= I, 



dans laquelle nous avons posé D = y^a* -f- A* \ puis , en y 
substituant les valeurs de a et S, il viendra pour l'équa- 
tion de cette surface annulaire à méndien elliptique 



a(d± v/^» -h r')' ■+- ^' (^ — ^y = ^• 

30o. StjRFACEs coNoïDEs. On appelle ainsi les surfaces 
engendrées par une droite mobile assujettie à rester pa- 
rallèle à un plan donné, et à s^ appuyer constamment 
sur UNE DROiTE^a:e OA et sur une courbe quelconque DM. Fig. 36. 
Nous prendrons toujours le plan directeur pour le plan 
coordonné XY, et en coupant les deux directrices par 
divers plans horizontaux , puis joignant par des droites 
les points de section correspondants C et M, G et M',."> 

i6 
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on obtiendra autant de posiûons de la génératrice. La 
surface sera nécessairement gauche {pP 273); car la 
droite CM, en passant à une position infiniment voi- 
sine CM', peut être censée glisser sur la tangente TMM'. 
Ainsi , pour que CM et CM' fiostent dans un même jdan, 
il faudrait que TM et OA se trouvaseeat aussi dans un seul 
plan, circonstance qtii ne saurait arriver, du moins pour 
toutes les tangentes, sans que la courbe DM ne soit tout 
entière dans un même plan avec OA^ mais c^est là une 
hypothèse qu'il faut évidemment exclure , puisque alors 
le conoïde se réduirait à un plan unique. 

306. Comme la droite OA rencontrera nécessairement 
le plan directeur XY, nous pouvons placer Torigine des 
coordonnées à ce point de section (au surplus , pour une 
origine quelcontjue , on changera dans le résultat défini- 
tif, x et ^ en X — A et jr — i); et les deux directrices 
données seront représentées par les équations suivantes : 

(OA) x=zmzy jr:=nzy 

(DM) F(jr, /,z) — o, F,(^, ^, «)=:o. 

La génératrice, qui doit être parallèle au plan XY, aura 
des équations de la forme 

« = 6, j = ax -f- 7 ; 

mais d'abord il faut y ajouter une condition qui exprime 
qu*elle rencontre toujours OA, et qui s'obtiendra en éli- 
minant x^y^ z^ entre les quatre équations de ces deux 
droites, ce qui donne 

Cette relation détermine déjà une des trois constantes 
arbitraires, y par exemple, en fonction des autres^ et si 
Ton en profite pour éliminer immédiatement ce para- 
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mètre, les équations de la génératrice deviendront 

(CM) z = 6, y — «6=:=a(j? — /w6). 

Ensuite , il faut exprimer que cette dernière droite s'ap- 
puie constamment sur DM, ce qui s'exécutera en élimi- 
nant x^ y^ z, entre Igs deux dernières équations et celles 
de DM ; et Ton obti wdra ainsi une nouvelle relation 

6 = y(«), 

qu'il faudra joindre aux équations de CM. Maintenant, 
il ne reste plus qu'un seul paramètre a qui puisse rece- 
voir des valeurs arbitraires \ si donc on élimine a et ê 
entre ces trois dernières équations, il viendr/SL pour la 
surface conoïde 

307. Le conoïde est appelé droite lorsque la directrice 
rectîligne OA se trouve perpendiculaire au plan direc- 
teur assigné; alors cette droite OA peut être nommée 
Taxe du conoïde, et puisqu'elle coïncide avec OZ, il 
suffira de poser m = o et n = o dans l'équation géné- 
rale (19). Mais comme ce cas particulier se présente fré^ 
quemment, nous observerons qu'il est plus simple alors 
de prendre immédiatement les équations de la généra- 
trice sous la forme 

parce qu'ainsi on exprime déjà qu'elle rencontre l'axe OZ 
du conoïde ; il reste donc à écrire qu'elle rencontre amsi 
la seconde directrice DM, ce qui donnera, comme ci- 
dessus , une certaine relation 



« = »(«); 

16, 



« 



^44 CHAPITRE XIV. 

puis, en éliminant a et 6 entre ces trois é({uatious, on 
aura pour le conoïde droit 



-©• 



On doit même remarquer que le conoïde oblique pourrait 
aussi être présenté sous cette Corme, en prenant la direc- 
trice rectiligne OA pour Taxe des z , et traçant à volonté 
les deux autres axes OX, OY, dans le plan directeur-, 
car pour de tels axes obliques ^ les équations de la géné- 
ratrice seraient encore 

308. Prenons pour exemple le conoïde de la ^voûte 
d* arête en tour ronde ^ engendré par une horizontale 
Fie. 3;. qui s'appuie sur OZ et sur une ellipse BCD dont le centre 
est sur OX^ et dont les deux diamètres principaux sont 
parallèles aux axes OY, OZ. En posant 0A= /, AB*= t, 
AC = c, les équations de 1 ellipse seront 

en les combinant avec 

pour éliminera:, y, z^ on obtient la relation 

puis éliminant a et 6 entre les trois dernières équations, 
il vient 

Lorsque Ton coi^pera cette surface par divers plans pa- 
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rallèles à YZ , tels cjue x = k, on obtiendra évidemment 
des ellipses ayant toutes un axe vertical de grandeur 
constante , et qui deviendront des cercles quand on po- 

cl . 
sera j:=±: j-. Si l'on choisit les plans sécants parallèles 

à XZ, on trouvera des courbes du quatrième degré, fa- 
ciles à discuter, et qui admettent deux asymptotes pa- 
rallèles à OX. 

309. Dans la voûte d'arête en tour ronde , on adopte 
souvent pour le cintre de la porte (*) , la ligne à double 
courbure formée en roulant sur le cylindre vertical du 
rayon AO = /, le plan d© l'ellipse BCD, sans altérer la 
hauteur des divers points de cette courbe. Alors, si l'on 
compare deux points (x, jr^ jk), (x\ Jf'-i^')^ situés à la 
même hauteur sur l'ellipse et sur le cintre à double cour- 
bure , on aura évidemment 

attendu que nous comptons les sinus dans le cercle qui a 
pour rayon l'unité Qvoyez n*^ 310). Par conséquent, en 
éliminant l'ancienne coordonnée jr^ les équations du 
cintre seront 

si donc on les combine, en supprimant les accents, avec 

2 = 6, yzzzax^ 

OU obtiendra la relation 



(*) y oyez la Géométrie descriptive, n® 644 , où nous avons donné aussi 
les équations des courbes remarquables suivant lesquelles ce conolde 
traverse le tore qui recouvre le berceau tournant. 
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et enfin, réliminatiou de a et ê entre les trois dernières, 
donnera pcmr réquation du conoïde , 



r_„ 



Les sections faites dans celte surface , p^,r des cylindres 
concentriques avec OZ, seraient encore des ellipses en- 
roulées sur ces cylindres , comme on le verra aisément en 
posant 

a:* H- /* = 7^ 

310. Dans Tescalier dit vis à jour^ lorsque le noyau 
vide est circulaire^ la surface inférieure est encore un 
* conoïde engendré par une droite horizontale qui s^ appuie 
consttimment sur une hélice et sur Vaxe vertical du cy^ 
lindre droit où est tracée cette courbe. Or, diaprés la dé- 
finition d'une hélice (*) , les ordonnées verticales sont 
proportionnelles aux abscisses cun^ilignes comptées sur 
la base du cylindre , à partir du point où Fhélice coupe 
cette base; si donc on fi^it passer Taxe OY par ce point, 
qu'on adopte pour OZ l'axe du cylindre , et que l'on dé- 
signe par s l'arc de la base qui répond à un point quel- 
conque (Xf y y z) de l'hélice , on aura les relations 

z h 

parce qu'eu appelant h le pas de l'hélice, l'ordon-r 
née z = h doit correspondre à l'abscisse s = aTrR. Mais 
ici 5 et siN 5 désignent un arc et un sinus comptés dans le 
cercle du rayon R; pcfur les ramener, suivant l'usage, à 



(*) Xojret^at. GéQméi rie descriptive , a9 446; et Tépure i2(), qui repré 
sente Vhélicoïde gauche dont il s'agit ici. 
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être mesurés dans le cercle dont le rayon égalerait Tunitë, 
on observera qu'en appelant un arc compté dans ce der- 
nier oefcle , et semblaUe à ^ , on aurait 

s 
s = RO, siN 5 = R sin 9 = R sin ~; 

de sorte que les trois équations primitives deviendront 

x^ -+- Y= R', X =: R sm — , - = — ; 

^^ ' R' s 27rR ' 

et si , entre ces dernières , on élimine Tare s de la base, ou. 
aura pour représenter les trois projections de Thélice , 

x»-^j> = R% x = Rsinf-^j, j = Rcos(— j. 

De ces équations, deux suffisent toujours*, ainsi , en adop- 
tant les premières, et les combinant avec celles de la 

droite mobile 

2 = 6, / = aor, 

nous obtiendrons la relation 

puis éliminant a et S entre ces trois dernières équations,, 
il viendra, pour la suiface de rhélicoïde gauche, 

X • / «\ ^ . l ^\ 

Observons que cette surface rampante est aussi celle qui 
termine le jïlet cVune vis rectangulaire. 

311 . Cherchons maintenant V équation aux différences 
partielles des surfaces conoïdes, afin d'éliminer de l'é-, 
quation 

(19) 2 == cp (^"i:^) 
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la fonction (f , qui change avec la forme de la directricie 
curviligne^ car, quant à la première directrice, elle est 
de forme invariable , et toujours rectiligne dans tous les 
conoïdes. Différentions donc l'équation (19) , d'abord par 
rapport à xel z^ et ensuite par rapport à j" et z, et nous 

aurons 

— np [x — mz) — ( j- — nz) (i — mp) , 

P = (X - mzy '"! ' 

__ (i -, nq) {x — mz) H- mq{x — nz) 
^- {x - mzy ^' 

puis , en divisant ces résultats l'un par l'autre , la fonc- 
tion (f' disparait et il vient 

p __ p{^x — ^^) — (r — ^ g) 

q q (my — nx) -t- {x — mz) ' 

d'où l'on tire enfin 

(20) p (x — mz)-+- q(x — nz)=zo» 

Lorsqu'on prend la directrice rectiligne pour axe des Zj 
cette équation se réduit à 

(21) px -hqx^ o. 

312. Quelquefois, au lieu d'assigner la seconde direc- 
trice du conoïde, on exige qli'il soit circonscrit à une 
surface donnée L = o ; alors il faut d'abord chercher la 
ligne de contact par le même principe quç nous avons 
déjà employé dans plusieurs cas semblables (n^® 285 
et 292 ) , c'est-à-dire exprimer que l'équation générale (20) 
est satisfaite par les valeurs des dérivées p et q déduites 
de L = o. Ainsi, la courbe de contact se trouvera déter- 
minée par le système des deux équations 
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lesquelles tiendront lieu de F=o, Fi = o, employées 
au n** 306. 

313. Si, par exemple, la droite mobile doit s'appuyer 
sur OZ , et toucher constamment l'ellipsoïde 

A (x — ay H- My^ -h M'z^ = i, 

la courbe de contact sera représentée par l'équation pré- 
cédente, jointe à celle-ci, 

AvT (j: — «) -+- A'j' = o ; 

or ce système équivaut au suivant , 

Ax' — kax H- A'jr' =; o, 
A"2' — A«a;= I--Aa^ 

Ainsi la courbe de contact a pour projections une ellipse 
et une parabole \ et il sera aisé maintenant de trouver l'é- 
quation du conoïde qui passerait par cette courbe. 

314. En terminant ce qui regarde les surfaces déter- 
minées par une seule directrice , nous observerons que 
quand il s'agit de faire passer une de ces surfaces par une 
courbe donnée 

et que l'on veut partir immédiatement de l'équatiou gé- 
nérale du n** 279 , 

(6) p = (p(«), 

propre à la famille de surfaces en question , les quantités u 
et i^ sont alors des groupes connus eu o: , y, -2 , et il s'agit 
de déterminer la fonction ç de manière que l'équation (6) 
se trouve vérifiée d'elle-même en y substituant les valeurs 
de deux des coordonnées ^ y et z par exemple , tirées de 
F = o et Fi = o. Pour cela , il suffit d'égaler le groupe u 
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à une quantité unique a , et d'éliminer Xy y^ z entre les 
quatre équations 

u = ci, t^ = <pfa), F = o, F, = o; 

on sera ainsi conduit à une équation de forme connue 

qui , si on la résolvait par rapport à (f (a) , ferait connaître 
la manière dont (f (a) est composée avec a , et par consé- 
quent aussi la forme de (f (i/) : mais , sans résoudre Téqua- 
tion précédente, il n'y aura qu'à y substituer pour a 
et 9' (a) leurs valeurs u et Uj et l'on aura pour l'équation 
de la surface particulière que l'on cherchait 

f{a, u) = o. 

Au reste, cette marche s'accorde évidemment avec celle 
que nous avons prescrit de suivre , au n*^ 279 , dans chaque 
exemple particulier. 
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CHAPITRE XV. 

J)es Surfaces réglées, gauches ou déuel&ppaèles. 



315. Jusqu'à présent les surfaces que nous avons étu^ 
diëes n'admettaient qu'une seule directrice , ou si , comme 
dans les cono'ides, il y avait deux, directrices. Tune était 
de forme constante pour toutes les suriaces de cette fa* 
mille, et l'autre variait seule avec ces diverses surfaces; 
aussi Téquation "finie f* 8= ^ (u) du n^ 279 ne renfermait 
qvC une Jonction arbitraire, et par suite Téquation aux 
différences partielles, indépendante de cette fonction, ne 
s'élevait qu'au premier ordre, comme on Ta vu dans les 
divers exemples précédents. Mais quand on assigne plu- 
sieurs directrices , Téquation de la surface renferme un 
pareil nombre de fonctions , ainsi qu'il résulte de la mé- 
thode indiquée n^ 278, et l'équation aux différences par- 
tieUes est d'un ordre élevé , lequel surpasse en général le 
nombre des fonctions arbitraires ; car s'il s'agit, par exem- 
ple , d'une équation où entrent deux fonctions ^ et ^ , en 
différentiant deux fois , on se procurera en tout six équa- 
tions , qui ne suffiront pas ordinairement pour éliminer f , 
9, (^' et ^,({''9 Y\ tandis qu'elles seront suffisantes dans 
certains cas, suivant la manière dont ces fonctions entre«^ 
ront dans l'équation primitive. C'est ce qui va se vérifier 
dans les questions suivantes , où nous nous bornerons tou- 
tefois à traiter des surfaces réglées, c'est-à-dire de celles 
qui ont pour génératrice une ligne droite. 
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316. De la surface gauche engendrée par une droite 
qui glisse sur deux directrices quelconques (D) ef (IT) , 
en restant constamment parallèle à un plan fixe. 

Nous regarderons ce plan directeur comme étant le plan 
horizontal des x , y^ et pour construire la surface , nous 
FiG. 33. couperons les courbes (D) et (D') par divers plans Hori- 
zontaux \ puis, en joignant les points de section corres- 
pondants par des droites, nous obtiendrons autant de 
positions MN, M'N', . . . de la génératrice. La surface 
sera gauche , en général 5 car lorsque la droite mobile 
passe, en s'appuyant sur les courbes (D) et (i^) , de la 
position MN à la position infiniment voisine M'N', elle 
peut être censée glisser sur les tangentes MM'T, NN'V, 
qui ont avec ces courbes un élément de commun. Par 
conséquent , à moins de supposer que les directrices aient 
été choisies d'une manière si particulière que leurs tan- 
gentes, pour des points situés à la même hauteur, se trou- 
vent toujours deux à deux dans un même plan , il n'arri- 
vera pas non plus que les positions consécutives MN, 
M'N', .... de la génératrice puissent remplir cette con- 
dition-, ainsi elles formeront une surface gauche (n^273). 

Les conoïdes et le paraboloïde hyperbolique sont évi- 
demment des cas particuliers de ce genre de surface. 

317. Les équations de la génératrice seront ici de la 
forme 

z = a, / == 6x-h 7; 

mais en exprimant que cette droite s'appuie constamment 
sur les directrices (D) et(D'), on trouvera, comme nous 
l'avons dit au n^ 278, deux relations telles que 

<>(a,6,7) = 0, ^(a,6,7)r:rO, 

que l'on peut concevoir réduites à la forme 
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Si donc on élimine a , 6,7, entre ces dernières équations 
et celles de la génératrice , on aura pour Téquation géné- 
rale des surfaces de cette famille 

(i) Y =a:(f(z)-h^{z), ou z = .rcp, (3)-+- j-^p, (2). 

Cette dernière forme, cpieTon déduit aisément de la pre- 
mière, est plus symétrique, mais moins simple par rap- 
port aux calculs qui vont suivre. 

318. Pour obtenir l'équation aux diflerences partielles, 
indépendantes des fonctions f et ^, différentions la for- 
mule (i) successivement par rapport à or et à j^*, il vient 

0= <p(2)-f-jr«j)'(«)/? -+- ^'{z)py 
d'où l'on conclut, par la division , 

Comme il est arrivé ici que les fonctions (f\ ^, ^' sont 
disparues à la fois, il suffira de descendre jusqu'au second 
ordre pour éliminer celle qui reste. Si donc , en adoptant 
les notations habituelles , 

d^z _ d^'z __ d'z __ 

d^'^^' ^5^""*' dp"^' 

on différentie l'équation du premier ordre, successive- 
ment par rapport kxetkj^il viendra 

qr-^ps qs"- pt , , . 

— t^^-y'W/'» —;pr- = — ? W^5 

puis , en divisant ces résultats l'un par l'autre , on ob- 
tiendra pour l'équation commune à toutes les surfaces de 
ce genre , 

{2) q^r — 7.pqs -^ p^t = O. 
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319. Prenons pour exemple la surface engendrée par 
une droite mobile qui , demeurant horizontale , s'appuie 
constamment sur Tellipse et sur le cercle représentés par 

(D) x = A, -^^^-^^i, 

Si Ton combine les équations de la génératrice 

successivement avec celles des deux directrices , on ob' 
tiendra les deux relations 

et il s'agira d'éliminer a , 6 , y entre les quatre dernières 
équations^ or, si d'abord on élimine a et y, il vient 

c 
d'où il résulte , en éliminant 6 entre celles-ci , 

Cela posé , si l'on conserve aux radicaux des deux membres 
le même signe, ce sera exprimer que la droite mobile 
glisse sur les deux courbes, en passant toujours par deux 
points situés à* un même côté du plan XZ ^ car ces radi- 
caux sont les valeurs de l'ordonnée y dans les deux courbes ; 
alors l'équation (3) se réduit à 

ijui représente le même conoïde que nous avons déjà con- 
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sidëré n^ 308. En effet, on doit apercevoir qu^ici toutes 
les génératrices iront percer le plan XZ en des points si- 
tués sur une même verticale placée en dehors des deux 
courbes^ par conséquent ^ la question peut être réduite 
à faire glisser la géBératrice sur oette verticale et sur 
Tellipse. 

LorsqU^on adoptera des signes différents pour les radi- 
caux de Téquation (3), elle conduira encore à un conoïde 
analogue, mais dont Taxe sera entre les deux courbes, 
parce qu^alora on exprimera que la génératrice traverse le 
jdan XZ entre les deux points où elle s'appuie sur les di- 
rectrices. 

Observons que si , avant d'éliminer 6, on n'eut pas ré- 
solu les deux équations qui contenaient cette indétermi- 
née , on serait tombé sur une équation du huitième degré, 
qu'il aurait fallu ensuite décomposer en deux facteurs , 
pour y reconnaître les deux surfaces distinctes que nous 
venons de signaler. 

320. Db la surface gauche engendrée par une droite 
assujettie à glisser sur trois directrices quelconques (D), 

(0),(iy). 

Observons d'abord que le mouvement de la génératrice 
est complètement réglé par ces conditions. En effet, si , 
après avoir pris sur la première courbe (D) un point Fig. 33. 
quelconque M , on imagine deux cônes ayant ce point 
pour sommet commun , et pour bases, l'un la courbe 
(IX), l'autre la courbe (D"), ces deux surfaces coniques 
ne pourront se couper que suivant une ou plusieurs droi- 
tes ^ qui satisferont évidemment à la condition de s'ap- 
puyer sur les trois directrices^ et pour chaque point 
M', M", é . . , pris sur la courbe ( D), on obtient des résul- 
tats analogues. Cela posé , si , parmi toutes ces droites , on 
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nfe considère d'abord que celles qui se rapportent à une 
même nappe de la surface, c'est-à-dire qui passent par 
des points voisins les uns des autres sur chaque directrice, 
on reconnaîtra que le mouyemeotde la génératrice , en 
glissant du point M aux points M', M'*", . . . , est unique et 
complètement déterminé. 

321. La surface ainsi obtenue sera gauche en général; 
car lorsque la génératrice passe de la position AMNR à la 
position infiniment voisine A'M'N'R', elle peut être re- 
gardée comme glissant stir les trois tangentes MT, NV, 
RU, qui ont chacune un élément de commun avec la direc- 
trice correspondante \ ainsi , à moins de supposer que ces 
directrices aient été choisies d'une manière si particu- 
lière que, pour chaque système de points (M, N^R), 
(M', N', R), . . ., situés en ligne droite, les trois tan- 
gentes sont toujours dans un plan unique, il n'arrivera 
pas non plus que les génératrices consécutives AM et 
A'M' remplissent cette condition, et par suite la surface 
sera gauche (n® 273). 

L'hyperboloïde à une nappe est évidemment un cas 
très-particulier des surfaces dont nous nous occupons î 
c'est celui où les trois directrices sont rectilignes. (F^oyez 
n- 149.) 

322. Dans le cas général, la génératrice n'ayant à 
remplir d'autre condition commune k toutes les surfaces 
de cette famille, que d'être rectiligne, ses équations 
contiendront quatre paramètres arbitraires , et seront de 
la forme 

a; = az -f- 7, jr ■= ^z -^ S; 

mais il faudra y joindre les conditions propres à exprimer 
que cette droite a toujours un point de cojnmun avec 
chacune des directrices (D), (IX), (D"), ce qui fournira , 



1 
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comme nt>tis TaTons vu 11° 278, ijipoi^ relations entre a, 6, 
y, (î, lesquelles peuvent être censées ramenées à la 
forme • 

e := <p(a), y =r i)i{a), à =3. tt (a); 

puis il resterait â éliminer a, 6, y, cîentre'les cinq équa- 
tions précédentes. Or, si d^abordon substitue pouf 6, y,'^ 
leurs valeurs , il vient 

(4) j: '= a? -h ^p (a), (5) ^ = «p (a) •+- ïr (a) ; 

et quant à a , on ne peut l'éliminer sans déterminer la 
forme des fonctions, c'est-à-dire sans particulariser les 
directrices (D), (0), (D') 5 de sorte que pour conserver 
au résultat toute sa généi^lité , et- le rendre applicable 
aux diverses surfaces de cette famille, iKfaut garder le 
système des deux équations (4) et (5) , en y considérant 
a comme une indéterminée qu'oi» devra éliminer plus 
tafd, quand la forme des fonctions aura été fixée dans 
chaque exemple. Au surplu» , il est évident que , sous ce 
. point de vue, le système (4) et (5) équivaut à une seule 
équation en x, j^, je. 

323. Si Ton voulait obtenir Téquation aux différences 
partielles, indépendante des directrices , il faudrait, en 
différentiant le système (4) et (5), se procurer assez d'é- 
quations pour pouvoir éliminer a, ç, ij/, ir et leurs déri- 
vées successives. On y parviendrait ici en descendant 
seulement jusqu'au troisième ordre ^ mais comme le ré- 
sultat est assez compliqué , et que nous n'aurions pas 
l'occasion d'en faire usage , nous renverrons à V Analyse 
appliquée de Monge , où cet auteur parvient au même 
résultat par d'autres considérations. 

324. Prenons pour exemple la surface de la petite 
voûte que l'on nomme le Biais passé. Sur les côtés op- 
posés d'un parallélogramme horizontal ABDC , on a dé- 
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crit deux demi-cercles yerticaux , et Ton as;iujettit une 
FiG. 38. droite mobile MNP à glisser s«i^ ces deux circonférences 
et sur la lign^ OY menée par le centre du parallèle* 
gramme, perpendiculairement aux plans des cercles. Si 
Ton prend pour axes cette directrice rectiligne OY, la 
verticale OZ et la droite OX pf^pendiculaire aux deux 
premières , les équations des trois directrices seront 

« = o, 

{x — af -h z' = R% 
(x -4- -iif -h «» = R^ 

La génératrice aurait , dans ses équations , quatre, cou- 
stantes arbitraires: mais si, .pour abréger les calculs, 
nous, représentons immédiatement cette droite par 

(6) 'j:=a(j^6), (7) » =7(^—6), 

on voit qu'elle remplit déjà la condition de rencontrer 
Taxe PY, et Tun des pa];:amè(re^ $e trouve par là éliminé 
de suite. Il reste à exprimer que cette droite mobile s'ap- 
puie sur chacune des circonférences , ce qui fournira les 
relations 

(8) [a(ft -f- 6) + a-^ 4- f[h 4- 6)' =' R% 

(9) [«(* — S) H- «? H- 7'(* — 6)^ == R% 
lesquelles donnent, par la soustraction, 

6(fta» -4- aa H- hf) =r o. 

On pourrait satisfaire à cette condition par 6 = o • mais 
cette hypothèse exprimerait que la droite (6) et (7) p&e 
consumment par l'origine , et décrit un cône en s'ap- 
puyant sur la moitié supérieure d'un des cercles, et sur la 
moitié inférieure de l'autre. Or, cette manière de rem- 
plir les conditions analytiques du problème ne saurait 
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conyenir à la Toùte ea question \ c'est pourquoi nons 
suppritaneroK le facteur 6 = 0, qui , condriné aréc (6) , 
(7) et (8), ferait tomber sur Féquatîon de ce cône obli- 
que, et nous garderons seulement la relation 

(10) a* 4- 7' -h -T- = O, 

en vertu de laquelle la formule (8) se réduit à 

(11) (6» — €')«« = *(R» — ««). 

Cela posé, il s'agit d'éliminer a, S, y entre les deux rela- 
tions (10), (11) et les équations de la droite mobile. Or, 
si de ces dernières on tire a et y pour les substituer dans 
(10), on trouvera 



ax ' *(^' -F ty * 

et enfim , ces valeurs de a et de 6 9 transportées daas (i i)^ 
donneront , pour Téquation de la surface , 

ou bien 

(12) [ajùjr 4. ^ (ar> 4- «*)? = ^'R'^' 4- ^'(R* — a^)zK 

Cette surface, qui est nécessairement gaucbe, ^ pour 
centre l'origine actuelle des coordonnées, puisque son 
équation ne renferme que des termes de degré peur,- et 
d'ailleurs le plan des (j:, jr) est un plan principal. Les 
sections faites par les plans coordonnés sont faciles à dis- 
cuter. 

325. En considérant seidement les projections sur le 
plan XY, des droites MNP, M'N'P',. . ., elles se coupc- 

17- 
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ront nécessairement, et formeront, parleurs intersec- 
tions consécutives , un polygone dont la liante sera une 
courbe, env^cloppe de tontes ces droites , ,et totictiée par 
chacune d'elles. Pour obtenir cette courbe , on joindra 
d'abord à Téquation 

(6) x = a(:r - ê) 

la relation trouvée précédemment , 

(11) (^' — 6')^a == b{l^:' -— a^)\ 

et en éliminant une des constantes et, S, on aura , pour 
la projection d'une quelconque dés génératrices, 

de sorte qu'en attribuant ici à 6 diverses valeurs arnitrai- 
res, on pourrah construire autant de positions de la 
droite mobile, sur le plan XY. Cela posé j on ^diïl(y oyez 
n° 340) que pour obtenir la courbe formée par les inter- 
sections consécutives de toutes ces droites indéiiniment 
rapprochées, il faut différenlier l'équation (i3) par rap- 
port au seul paramètre variable 6, ce qui donne 



b{Yi^ ^à^y 



puis éliininer. 6 entre ce résultat et l'équation (i3), ce qui 
conduit à 

équation d'une hyperbole dont Taxe OY est une dçs 
asymptotes. 

326., Les surfaces développàbles sont encore des sur- 
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faces réglées (n^ 274), mais pour lesquelles deux posir 
lions consécutwes de la génératrice se trompent tou- 
jours dans un même plan^ et cette condition est cause 
que deux directrices (D) et (D') suffisent (*) pour régler Fie. 34. 
le mouYcment de la génératrice rectiligne. En effet, 
soient . • - ' ' 

(.D) X = yW, y = ♦(«), 

les équations de ces deux courbes. Si Ton prend sur la 
première un point quelconque M pour lequel i; = or, et 
sur la seconde un point, arbitraire N pour lequel z = 6 , 
ladroitç MN sera représentée par • 

(16) r '— *{a) = -^^ r^ (« — .«);. 

a — 

mais pour qu'elle soit une génératrice <Je là surface dé- . 
veloppable , il faut choisir le point N de manière que la 
tangente WV se trouve dans un même p tan avec MT, 
parce qu'alors la droite MN , en passant à la position in- 
finiment voisine M'N', pourra être censée glisser sur ces 
tangentes, et restera ainsi dans un même plan. Or, les 
équations des tangentes aux points M et N sont (n° 264) 

(MT) X— (p(a)=,p'(a)(î — a), ^ — *(«)=*' (a) (2 — a), 
(NV) x->K6)=?f(6)(z-6), ^-Y(6)^ T'(6)(z-6), 

et pour que ces droites se renconjtrent , il faut (n^ 25) 



{*) Quant à la construction grraphique de ces génératrices , voree la 
Géométrie descriptive , vfi 180. 
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poser la condition 

\ y (a) - a/(<x) > -^ ( 6) -f- ^\€) _ 4> (a) - a»^ («) - ^ (6) + 6^^ (6) 

Ainsi cette relation déiearmine S en fonction de a , c'est* 
à-dire le point N qui correspond à chaque position arbi- 
traire de M sui^U courbe (D). Par conséquent, si entre 
les équations (i5), (16), (§7) on élimina <|; et 6, on ob- 
tiendra Téquation de la surface développable. Cette éli- 
mination ne pourra, il est vrai, «'effectuer que dans 
chaque exemple où Ton aura assigna la forme des cour- 
bes (D), (D')^ et pour représenter généralement la 
surface développable, il faudrait garder le système des 
trois équations (i5), (16), (17)9 lequel est assez compli- 
qué : mais nous avons voulu seulement montrer que 
deux directrices suffisaient ij^, et nous allons parvenir à 
un système général plus simple que le précédent. 

327. Puisque dans toute surface développable les géné- 
ratrices forment, pa^r leurs intersections successives 
(u? 275), une courbe mm! m" *.., novo^onée arête de 
FiG. ^. rebroussem^nt, et à .laquelle toutes ces droites sont tan- 
gentes, on peut toujours regarder une surface de ce genre 
comme eugendrée fa^r une droite mobile qu^ reste can^ 
stamment tangente à une certaine courbe fixe. Soient 
donc 

les équations de cette arête de rebroussemcAt. Une de ses 
tangentes , dont le point de contact réppûd à .s = a , sera 
représentée (n^ 264) par 

(18) X — (p(a) = /(«)(« — "a), 

(19) y — ^{x) = f(a)(z — a); 

donc , en éliminant a entre ces deux équations , on ob- 
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tiendrait celle de la surface , lieu de toutes les tangentes : 
mais cette élimination ne pouvant encore s'eâectuer 
<{u*en particularisant |es fonctions ^ et i{/ ou les courbes 
D et D', on gardera le système (i8) et (19) pcWir repré- 
senter toutes les surfaces développables^ en considérant dr, 
dans la première équation , comme une fonction de x et 
àey^ déterminée par la secdbde. 

328. Cette forme permet ïl'arriver aisément à Téqua-^ 
tion aux différences partielles; car si Ton dîfférentie cha- 
cune des équations (18) et (19), successivement par rap- 
port à or et à y, en se rappelant que la valeur de a qui 
devrait être tirée de l'une et substituée dans l'autre y se- 
rait une fonction de x et de y , on obtiendra 

'-?'W^=?'(«)(p-^)+?"W(— «)£' 

- f' wj=/w(?- J) +?" {-){-— )|' 

,-f (a)| = f(a)(y-.J)4-r (a)(z-a)J. 
Mais, en supprimant les termes qui se détruisent dans les 

dx 

entre la première et la seconde , puis (z — a) —^ entre la 

dy 

troisième et la quatrième , on obtiendra évidemment deux 
résultats de la forme 

P =/W» q =/(«), 

c'est-à-dire où les variables x, y^ z n'entrent pas expli- 
citement. Maintenant l'élimination de a peut s'effectuer, 



deux membres de ces équations , et éliminant {^ — ^):j" 
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çt elle çoudiiit évidemment à 

qui est T^uation aux -différences partielles du premier 
ordre des surfaces développables , et où il n'entre plus 
qu'«ne.seu|e fcaiction arbitrair<e dépendante de la forme 
des directrices ou de Tarète de rebroi3ssenient. 

Enfin , poui: faire disparaisse cette dernière trace de la 
surface particulière ) différentions Téquation (sio), succesr 
sivement par rapport à or et à /, et iï viendra 

puis, en divisant ces résultats Tun parTautre, on élimir 
nera tout ce qui dépend de la fonction tt, et Ton aura 

(21) rt — f^ =r o, 

pour rèqit€tUon aux différences partiellei du. second or- 
dre^ commune à toutes les surfaces développaMes. 

329. Prenons pour exemple ThéHcoïde dé\^eloppable 
engendré par une droite mobile qui reste constamment 
tangente à une hélice, donnée. En disposant les. axes 
comme dans le n** 310, cette courbe aura pour projec- 
tions 

a: = R sin ( — j , j = R cos ( -— \ ; 

et la tangente au point quelconque z =x a, sera repré- 
sentée par les équations (18) et (i g) du n^ 327, lesquelles 
deviennent ici 

^ . /27ra\ 27rR /zitaX , ^ 

^ /27ra.\ 27rR . /2fra\ . . 
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Il s'a^t donc d'éKmiBer a entre ces dénx équations, pour 
obtenir le Heu de toutes les tangentes à ITiëlîee. Or, sî 
on les niBltiplie respectivement par le sinus et le cosinus 
qui y entrent , et qu'ensuite on les ajoute , on aura 

X sm f — j H- jr cos ( ~T— ] = R î 

d'ailleurs, en élevant chaqtie membre au carré, et faisant 
la somme, il vient, en. ayant égard à la relation précé- 
dente , 

;r» -f-r» — R' = ^^ (« -«^ 

' * 

Maint/e^ant , il est facile de tirer a de cette dernière équa-» 
tîon, et en substituant dians 1 autre on obtiemt, pour rhé^ 
licoïde développable. 



. fin a Vx« -f- ^« - R» \ /iTts sjx^ H-r' - K« \ „ 

» 

équation qui peut être résolue par rapport à z , et ranje- 
née à la forme 

Q7rfir-l-vx» -^y— R' =p: R arctang ^- — . 

On voit, d'après le radical qjii y rentre, que la sur- 
face n'aura aucun point dans l'intérieur du cylindre sur 
lequel est tracée l'hélice , et qu'ainsi cette courbe est bien 
une arête de rebroussement pour les deux nappes de la 
surface, formées par les tangentes et par leurs prolonge^ 
ments. La trace de la surface sur le plan des ocy est donnée 
par réquation 

. yjjo" -h r' — R» v^^'H-r' — R' 
X; sm ~ ^ r+- Y cos —4r = R , 
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OÙ 1 on recounait la spirale , dé^el^pante du cercle , en 
remarquant que ceue équation exprime ^pi^ le& •oordpu- 
nées Xfy, d'un point d^ la spirale, étant projetées sur le 
rayon qui aboutit au pointi.où le cercle est touché par la 
projection de la tangente à Thélice , font une somme 
égale à ce rayon. Potir étudier davantage cette surface in- 
téressante , nous renverrons à la. Géométrie descriptwe, 
n«456. 

330. JX est une troisièu|e manière d'ex|inmer la géné- 
ration des surfaces développables; car, puisque deux gé- 
nératrices infiniment voisines comprennent toujours entre 
elles un élément superficiel qui est pldn (pP 276) , et in- 
définiment'étendu dans sa longueur , on pe«t regarder ces 
éléments comme faisant partie des positions successives 
c[ue prendrait li/} plan mobile assufetti à se moui^oir sai- 
llant une certaine loi. Cette loi variera avec chaque sur- 
face développable particulière ; mais , pour qu'elle règle 
complètement le mouvement du plan et ne donne pas lieu 
à une infinité de surfaces, iP faudra toujours (n** 278) que 
ciette loi né laisse qvî'un seul paramètre arbitraire dans 
l'équation du plan mobile. 

Par exemple, on pourra exiger que ce plan soit con- 
stamment normal à une courbe donnée 

x=^/(4, ^- r = F(2); 

» 

alors en prenanjt sur cette courbe un point pour lequel 
z =r: y, l'équation du plan sera de la forme 

puis, comme il devra être perpendiculaire à la tangente 
au point 7 , on aura les conditions 

A = -/'(7), B = -r(y);. 
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de savce qu'H ne restera dans son équation qu'une seule 
coostanle arbitraire 7. 

De même , â le plan mobile devait toucher à la fois les 
deux surfaces 

Fi (J?i,ri. *i)=0, Fj i^tyXiy Zj) = O, 

pour leiquelles nous désignercHas par pi y q^ et p^ , q^ les 
expressions des dérivées —, —, Véquation de ce plan 
aurait d'abord la forme 

mais, pomr qu'il touche aussi la seoonde siuface, c'est-à- 
dire pour qu'il coïncida airec le plan tan§^nt au point in- 
connu X,, y,, i^t» il faudra y joindre les conditions 

de sorte que si , entre les six équations précédentes, on 
élimine cinq des quantités inconnues x^y^ Zi, •x^t^JKt^ ^s? 
il restera une équation de la forme 

» = Ax-f-B^- -h D, 

où tous les coefficients seront des fonctions conuued de la 
seule indéterminée Xi ^ par exemple ; et en attribuant à 
celle-ci diverses valeurs arbitraires , on obtiendra autant 
de pkns q^ii loucheitmt à la fois les deux surfaces. 

On trouverait d'une manière semblable, ef encore plus 
aisément, l'équation d'un plan qui devrait toucher con- 
stamment une surface unique , mais le long d'une courbe 
assignée d'avance. 

331 . Dans ces trois exemples, et dans tous les cas ou le 
plan mobile ne pourra varier qpi'en vertu dtm seul para*. 



J 



268 CHAPITRE XV. 

mètre arbitraire , les positions raceessives qn-^il p^efMlrt 
pour des valeurs très-voisÎTies de ce paramètre , se cotipe- 
ront consécAitiT^tnent suîrant des droites <{u$, deux à 
deux , .9e? trouveront ésfiâewment dans un même plan : 
ces droites formeront donc ainsi une surface développa- 
ble , touchée par tous les plans individuels , et qui sera 
leur enveloppe; ei» €^t, elle axira avec.<îiacun i-etinan 
élément superficiel de eommuift. 

332. Or, puisque dans l'équation du plan mobile 

les trois coefficients seront des fonctions d'un seul para- 
mètre arbitraire , td..^e y ou Xt , dans les temples pré- 
cédents , si Tott pose un 4e o^ coeffieients D :<:: « » les 
deux autres, A et B, devi:eïidront'des f (motions connues 
de l'indéterminée a 5 par consé(pient l'équation du plan 
mobile qui engendre une surface développable , pourm 
toujours être présentée sous la fcffme géniale 

(22) zt=i a, ^ xff{c^)'^y'^{(xy 

Cela posé, pour obtenir la génératrice de la surface, c'est- 
à-dire (n^ 331) l'intersection de deux positions infiniment 
voisines du plan mobile , il faut combiner Téquation (22) 
avec celle qu'osa en déduirait , en y remplaçant a par 
a -+- doi ; ,or, comme par-là le second membre augmente- 
rait de sa diâiérentielle relative à pc seul , il est manifeste 
que l'ensemble des deux équations dont i?ous parlons, ^qui- 
yajULt aux deux suivantes : 

(22) S == a -f- j: <p (a) -h y-^ (a) , 

(23) o = ï -f- jT cp' (a) -f. y^' (a). 

Ce systènie' représentera donc telle ou telle génératrice 
reetiligne delà surface, selon la valeur particulière qu'on 
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YQU^ra ilopiV^r i a; çt, par conséquent, Féquation de la 
surface s'obûex&drft en éliminant. « entre (ai) et (a3). 
Mais eom&^ie cette élimination ne pourrait s^efTectuer sans 
fi:ier la formf des fonctions f et ^, e'est^à-*dira sans parti- 
culariser' la surface développable , on conserve , pour 
représenter généralement toute cette famille de sur&ces, 
le système des ^équations (aa) et (23), en regardant a , 
dans la première, comme une fonction de x et de ^, dé- 
terminée par la, seconde. 

333, Si l'on veut parvenir à l'arête de rebroussement 
(n^ â7ë), qui est le lieu des intersections des génératrices 
consécvtivet, on combinera la droite (22) et (23), ou a 
sera alors une constante arbitraire, avec la droite qui en 
est infiniment vt)isîçc , et qui s'en déduit par le change- 
ment de « eti a + ^a ; on obtiendrait ainsi quatre équa- 
tions dont Tensemble se réduit aux trois suivantes : 

(22) « = a -h -Pf (a) 4- 7 >p (a), 

(«3) o = . I -+• ar<p' (a) -f. v,ji' (a), 

(H) O^ arf(a)-H^-'(a).- 

De Sfi^rte que, pour chaque valeur attribuée à ce , ces trois 
équations feraient connaître les coordonnées ^, y, ^ , du 
point ou la génératrice correspondante à cette valeur de a 
est coupée par la génératrice consécutive 5 d'où il résulte 
qu'en éliminant a du système (22), (23), (24), on aura 
en x^ jTj z^ l'équation du lieu de tous les points de sec- 
tion analogues, c'est-à-dire l'équation de l'arête de re- 
broussement de la surface^ 

334. On retrouve très-simplement l'équation aux dif- 
férences partielles des surfaces développables , en partant 
du système 

(22) 2 = a 4- JC«ï» (a) -4- ^rj/ (a) , 

(23) o = I + ««p' («) -f- yy (a), 
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qui les reprësemé tosted^ pourvu ipe , dans la preirfère 
de ces équations , a «oit cenae une fimaion de' jff et r* 
déduite de la seconde. En effet , si nous dîflKrentions , 
sous ce point de vue, TécpKitioii (22), tottr à tour par 
rapport k x efi y, nous^aurons ' 

/, = g + ç (a) + X ç' («)g +^^'(„) |,- 

mais en vertu de la relation (aS), ces deux équations se 
réduisent à 

d'où l'on conclura, conune au n*' 328, 

/> = TT (^), puis rf — f» =r o. V 

335. On a vu, en Géométrie descriptive, que, pour 
déterminer le contour de V ombre et de & pénombre sur 
un corps opaque éclairé par un corps lunfineux, il fallait 
trouver une surface développable qui fût circonscrite à 
ces deux corps, et dont une des napper les touchât exté- 
rieurement, et l'autre intérieurement. La solution analy- 
tique de ce problème est renfermée dans la méthode em- 
ployée n° 330 pour trouver un plan tangent à deux 
surfaces ; car si l'on reprend les six équations 

Fi (-^./Ji, 2i) = o, F,(;r2,/„ z«) = o, 
p, =/?j, q, — q^^ 

z — z, =p, (x — x.) -h q, (r— r .)' 

et qu'on substitue dans la dernière les valeurs de cinq des 



DES SURVA^ES eAoI^BS, GAUCSXft OU DiVKLOPPABLM. 2^1 

coordoiiftées, elle fure&dra la forme 

qui représente un phu tangent aux deux surfaces à la 
fois , mais dont la position dépend de Tarbitraire x^ : 
alors, sans qu'il soit besoin de ramener cette équation^ 
la forme (22), on la différentiera par . rapport an para- 
mètre Xi , et en éliminant cette indéterminée entre les 
équations 

on obtiendra la surface développable demandée, qui, par 
son intersection avec les plans ou surfaces environnantes, 
donnerait rombre portée par le corps opaque. Mais s'il 
s'agit seulement de trouver sur ce dernier corps les lignes 
qui séparent la pénombre de l'ombre pure et de la partie 
éclairée, c'est-à-dire les courbes suivant lesquelles ce 
corps est touché par le» deux nappes de la surface déve- 
loppable , il suffira d'éliminer j?i , yi , z^ entre les cinq 
premières équations citées plus haut, et Ton* obtiendra 
pour les deux équations de la courbe de contact , 

336. On pourrait aussi résoudre le problème des om- 
bres , en cherchant directement une droite tangente aux 
deux surfaces 

Fi (^«> /i» «1) = o, Fj(a:„ ^„ «,) = o. 

Cette droite , passant par deux points situés respective- 
ment sur ces surfaces , aura des équations de la forme 

^ — ^^=■1 7(2— «0, J— r,=:-^^ ^{z — z,); 

Zt Z, 2i .— Z-, 
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mais elle doit être contenue dans la plan tangent au 
point (Xt, j"i, Zi) ' par conséquent (n^ 44), on aura la 
condition 

On en obtiendrait une semblable pour exprimer que cette 
droite est tangente à la seconde surface ^ mais il est essen- 
tiel d'observer que cela ne suffirait pas pour que la sur- 
face, lieti des positions de cette droite mobile , fût déve- 
loppable : car cette ligne, quoique toujours tangente aux 
deux surfaces , pourrait ne pas rester dans un même plan 
en passant d'une position à une autre infiniment voisine. 
Au lieu que toutes ces conditions seront remplie^, si nous 
exprimons que le plan tangent au point (x, , j"t ? ^t) coïn- 
cide avec le premier plan tangent^ et pour cela il suffit, 
d'après les relations déjà admises, de poser 

Alors, si entre les sept équations précédentes on élimine 
les six coordonnées Xi, j^i, ^t, a:j, y^^ z^ des points de 
contact , on obtiendra l'équation de la surface développa- 
ble demandée ; on voit aussi ce qu'il faudrait faire pour 
trouver la courbe de contact de cette surface avec une des 
deux proposées. 

Si l'on applique au cas de deux sphères quelconques la 
méthode précédente, ou bien celle du n*^ 335, on trou- 
vera que , dans cet exemple simple , les deux sui-faces 
développables circonscrites extérieurement et intérieure- 
ment, se réduisent à deux cônes droits, et que les courbes 
de contact avec une des sphères sont deux petits ceixdes 
perpendiculaire? à la droite qui réunit les centres de ces * 
deux sphères. 

337. Des enveloppes. Les surfaces développables, 
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considérées (n^ 331) comme l'enveloppe des diverses po- 
sitions d'un plan mobile, ne sont qu'un cas particulier des 
surfaces auxquelles Monge a donné le nom général d'en- 
i*eloppeSy et sur lesquelles nous allons ajouter quelques 
notions succinctes. 

Lorsque dans une équation unique 

(25) F (x, y, z, a) = o, 

il entre une constante arbitt^aire a qui peut recevoir 
toutes les valeurs de o à ih oo , l'équation proposée re- 
présente une infinité de surfaces appartenant à une même 
famille^ et qui , ordinairement , se couperont consécuti- 
vement pour des valeurs de « assez rapprochées les unes 
des autres. E^ considérant donc deux de ces surfaces 
individuelles , correspondant aux valeurs quelconques , 
mais voisines, a et a -f- A, la courbe d'intersection serait 
donnée par la combinaison des équations 

mais ce système équivaut évidemment à celui-ci , 

F(x, 7, z, a) = o, 
'd¥ d'¥h _ 

rrr— H — ; H .... E=S O. 

ax aoL^ 2. 

Or si ^ sans rien changer à la valeur de a , on fait décroître 
Fintervalle A, la courbe représentée par ces deux dernières 
équations variera de position, sur la première surface 
fixe , à mesure que la seconde s'en rapprochera ^ et pour 
avoir la limite des positions qu'elle prend alors , il suffira 
de poser h=o : par conséquent, le système 

dF 

(25) F(a?, jr, 2, a)=o, (26) ^ = 0, 
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donnera la courbe suivant laquelle une surface indivi- 
duelle relative à une valeur cpielconque oc , est coupée par 
la surface qui en est infiniment rapprochée. Maintenant, 
pour chaque valeur de à , où pour chaque surface indi- 
viduelle, il existera une courbe analogue; donc si l'on 
veut obtenir le lieu de toutes ces intersections j il faudra 
éliminer le paramètre a entre les équations (aS) et (26) , 
et le résultat 

(27) /(^, jr, Z)= 

sera ce qu'on nomme Yem^eloppe de toutes les surfaces 
individuelles comprises dans l'équation (aS). Cette déno- 
mination est fondée sur ce que cette enveloppe touche 
chaque surface individuelle le long d'une des courbes 
d'intersection. En eflFet, si l'on désigne par Fi, Fj, F3, 
trois surfaces consécutives répondant aux valeurs infini- 
ment voisines a ^ , a j , a 3 , la surface Fj contiendra les 
deux courbes Ci et C s , suivant lesquelles elle est coupée 
par les surfaces Fi et Fs ', mais ces deux courbes sont aussi 
sur l'enveloppe f : doncjcette dernière aura de commune 
avec la surface Fj , toute la zone infiniment étroite com- 
prise entre les lignes Ci et C 2 *, par conséquent les sur- 
faces Fj et f se toucheront le long de cette zone. D'ail- 
leurs , on pourrait le prouver analytiquement en faisant 
voir que les dérivées p et q auront les mêmes valeurs 
dans les surfaces Fj et /", pourvu que sur toutes deux on 
considère les points de la courbe particulière qui , dans 
le système (aS) et (26) , répond à l'hypothèse a = a j. 

338. Eclaircissons cette théorie par quelques exemples 
simples. Soit d'abord l'équation 

qui représente une suite de sphères d'un rayon constant , 
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et dont les centres sont tous sur Taxe des x> On prévoit 
bien ici que la limite de Fintersection de deux sphères 
voisines , sera un grand cercle perpendiculaire à OX , et 
que toutes ces intersections formeront un cylindre droit 
qui enveloppera toutes les sphères particulières. En effet, 
Fécpiation (26 ) devient ici 



X — ât = o ; 



et en éliminant a , il vient pour l'enveloppei 

7* 4-2!^ = R'. 

é 

339. Supposons maintenant que le centre de la sphère 
mobile parcourant toujours Taxe OX, le rayon de cette Fîg. 39, 
sphère soit variable et égal à l'ordonnée d'une ellipse BMA 
ayant pour équations 



x^ z^ 



r=0, — -f.-=:i; 



alors, quand le centre de la sphère sera à une distance 
quelconque OP = a, l'équation de cette surface aura la 
forme 

b^ 

(^ — a)' 4- 7' -h z» = - («' — a*). 

Si donc on y joint la dérivée relative à a seul, savoir^ 

b' 

X — a = — a, 

l'ensemble de ces deux équations représentera évidem- 
ment un petit cercle, suivant lequel une sphère d'un rang 
quelconque est coupée par la sphère infiniment voisine. 
Il est bon de remarquer ici, i*^ que quelque rapprochées 
qu'on suppose ces deux sphères consécutives, la limite de 
leur intersection n'est point un grand cercle , comme on 

18. 
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aurait pu le croire d'abord, excepté quand a = o; a° que 
ces sphères, quoique toujours réelles jusqu'à «=a, ces- 
sent de se couper quand on pose 



«> 



à" 



^a' 



car en substituant dans la première équation la valeur de x 
tirée de la seconde , on trouve alors un .cercle imagi- 
naire 5 et ce résultat est indiqué par la figure. Il en résulte 
que la surface enveloppe ne touchera pas toutes les sphè- 
res individuelles , mais seulement .celles qui présentent 
une véritable intersection ; et pour obtenir cette enve- 
loppe, otL éliminera a entre les deux dernières équa- 
tions , ce qui donnera 



a 



résultat qui représente un ellipsoïde de révolution Bmma, 
dont le grand axe répond à l'extrémité de la dernière 
sphère qui puisse être rencontrée par une sphère infini- 
ment voisine. 

340. Il est manifeste que les raisonnements et les cal- 
culs employés dans le n° 337, s'appliqueraient d'une ma- 
nière toute semblable à une équation à deux variables 7 
telle que 

Y{x, 7, a)=: o; 

et comme en se bornant à considérer ce qui se passe dans 
le plan XY, cette équation représente alors une famille 
de courbes qui , en général , se couperont consécutive- 
ment pour des valeurs très-voisines de a, on en conclut 
que la ligne enveloppe de toutes ces courbes indivi- 
duelles s'obtiendra par l'éliinination de oc entre les 
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«équations 

d¥ 

Cette règle justifie la méthode que nous avions indiquée 
au n*^ 325 , pour trouver la courbe enveloppe de plusieurs 
lignes droites dont la position dépendait d'un paramètre 
arbitraire 6 ; et l'on pourra encore choisir, comme ap- 
plications de cette théorie , les questions suivantes : 

I**. Trouver la ligne enveloppe de toutes les paraboles 
renfermées dans l'équation 

/' = «(-» — a) ; 

2®. Trouver l'enveloppe de toutes les ellipses dont les 
demi-axes font une somme constante k , et représentées par 

^ "^ (^ -^. a)« "" '' 

3*^- Une droite d'une longueur fixe k se meut de ma- 
nière que ses extrémités restent constamment sur deux 
axes rectangulaires indéfiniment prolongés : les diverses 
positions de cette droite mobile formetront , par leurs in- 
tersections consécutives , une courbe qui touchera toutes 
ces droites, et dont on demande l'équation. Cette enve- 
loppe est la même que celle du problème précédent. 

341. Revenons aux surfaces, et observons que la 
courbe (aS) et (26), suivant laquelle se coupent deux 
enveloppées ou surfaces individuelles infiniment voisines, 
est celle que Monge nomme la caractéristique de l'enve- 
loppe 5 mais pour comprendre la justesse de cette déno- 
mination, il faut généraliser l'équation (25) , et concevoir 
qu'il y entre , avec le paramètre a , une fonction quelcon- 
que de ce paramètre. Ainsi, soit 

(28) F[ar, j,z, «,ep(a)]==ov 
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si dans cette équation on attribue à la fonction <f une 
forme déterminée et invariable (pi, il n'y restera plus 
d'arbitraire que a , et en lui assignant toutes les valeurs 
possibles, on obtiendra une infinité de surfaces indivi- 
duelles, composant une famille relative à la fonction (fi , 
et qxâ admettront une enveloppe d'une certaine espèce. 
Maintenant donnons à la fonction (f une ^utre forme (pt , 
puis faisons varier a ; nous aurcms une seconde famille 
de surfaces individuelles qui admettront une enveloppe 
différente : il en sera de inème pour d'autres hypothèses 
ç = qp , , y = ç^ , . . . Mais , dans toutes ces familles , Y in- 
tersection de deux eni^eloppées consécutiv^es sera toujours 
une courbe de même espèce^ en effet , elle sera donnée 
(n° 337) par le système des deux équations 

(28) F [or, j^-, 2J, «,?(«)]= o,' 

d(V) d¥ d¥ 

Or, quelle que soit la forme (pi ou (p $ que Ton attribue k 
la fonction (f qui ne porte que sur des constantes , au 
nombre desquellesr est a, les équations (28) et (29) seront 
toujours composées en a: , j", z , de la même manière ; par 
conséquent la caractéristique représentée par ces équa- 
tions , sera une courbe d'une espèce constante pour toutes 
les familles de surfaces comprises dans le genre (28), et 
elle offrira ainsi un caractère commun à toutes les surfaces 
de ce genre. 

342. D'ailleurs, comme dans chaque famille Vem^eloppe 
e^t (n^ 337 ) le lieu des diverses positions que prend la 
caractéristique, en vertu des valeurs successives don- 
nées à a, toutes les enveloppes des diverses familles du 
genre F admettront une génératrice d'une espèce com- 
paune, savoir, la caractéristique (28) 6^(29); donc cette 
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courbe caractérisera aussi toutes les enveloppes du genre 
de surfaces F. 

Enfin, pour obtenir Fëquation générale de ces enve- 
loppes, il suffirait évidemment d^éliminer la constante a 
entre les équations (28) et (29). Or, cette élimination ^e 
pouvant s'effectuer, même quand la forme de F est con- 
nue, à moins d'assigner aussi celle de f , ce qui particu- 
lariserait la famille , et par suite Tenveloppe , on conserve 
le système (28) et (29) pour représenter généralement 
l'enveloppe \ mais alors on regarde a , dans la première 
de ces équations, comme une fonction de x et y, déter- 
minée par la seconde. 

343. Hâtons-nous d'éclaircir ces généralités, eu consi<- 
dérant le genre particulier des canaux circulaires dont 
l'axe est une courbe plane ^ c'est-à-dire en prenant pour 
la fonction F la forme suivante , 

(3o) {x — a)» -h [r — f (a)]' -+- z^ = R^ 

On voit que cette équation représente une sphère de rayon 
constant , mais dont le centre variable est situé dans le 
plan des x, j^,et a pour coordonnées a et <p(a). Si donc 
on représente cette dernière par 6 , et que l'on trace la 
courbe 

(3i) 6 = (p(a), 

ce sera la ligne que doit parcourir le centre de la sphère 
mobile (3o), ouVaxe du canal qui enveloppera toutes les 
positions de cette sphère. Pour obtenir diverses enveloppe» 
particulières, il suffirait de poser, par exemple, 

ê = ^moL ou 6 = sja^ — a'; 

on aurait ainsi des canaux dont l'axe serait parabolique 
ou circulaire. Mais laissons à la fonction y une forme 
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quelconque, et cherchons la caractéristique, -c'est-à-dire 
• ^'intersection de deux enveloppées consécutives. Il faut 
joindre à Féquation (3o) sa dérivée complète relative à a , 
ce qui donne le système 

(Jb) (x — a)' -+-[/ — ?(a)]'4-iJ' = R% ■ 

(32) X — Cf. -+- (j — <pa) . (p'a =o; 

et puisque la dernière équation est celle d'un plan qui 
passe par le centre de la sphère, et qui est évidemment 
normal k la courbe (3i), il en résulte que la caractéris- 
tique est ici, dans chaque famille, un grand cercle 
NORMAL à l'axe du canal, et dont le centre est sur cet axe 
curviligne. 

Quant à l'équation de l'enveloppe , nous avons dit 
(n^ 342) qij^'elle ne pouvait être représentée générale- 
ment que par le système (3o) et (3 a), -en y regardant a 
comme une fonction de j: et j^ ^ mais si nous voulons ob- 
tenir une enveloppe particulière , par exemple , celle qui 
se rapporte à l'hypothèse 



y(^)=V/fl'~a% d'où ^'(a)=— =, 

\a^ — a' 

nous substituerons ces valeurs dans les équations (3o) 
et (3a), qui deviendront alors 

puis , nous éliminerons entre elles a , en prenant sa valeur 
dans la dernière ; et il viendra , après quelques réductions , 



(a ±: V'x' -4- r 0' = R' •— ^'• 

Celte enveloppe n'est autre chose que le tore, surface de 
révolution que nous avons déjà obtenue (n° 298), 
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Une colonne torse, est aussi l'enveloppe des positions 
successives d'une sphère, dont le centre parcourt une 
hélice, et dont le rayon est constant , ou variable si la co- 
lonne n'a pas le même diamètre au sommet qu'à sa base. 

344. Observons enfin que, dans chaque enveloppe, il 
existera ordinairement une arête de rebroussement for- 
mée par les intersections consécutives des caractéristi- 
ques. Or, puisqu'une de ces dernières est représentée 
(n° 341) par les équations 

FL"^>r>2,a,(p(«)] = o, -^= o» 

où a est une constante arbitraire, le point de section de 
cette courbe avec celle qui en est infiniment voisine, 
s'obtiendra (conmie au n*' 337) en joignant aux équations 
précédentes leurs différentielles complètes par rapport 
à a, \ mais ce système se réduit évidemment à 

F[x,jr,2,a,?(a)]=:0, -l^ = o, -^-5^=0; 

donc il suffira d'éliminer a entre ces trois dernières, pom* 
avoir les deux équations de l'arête de rebroussement de 
l'enveloppe. 

Dans le tore trouvé au numéro précédent, l'arête de 
rebroussement est imaginaire si R <«) et si R> a , elle 
se réduit à deux points situés sur l'axe vertical de la sur- 
face : mais on trouvera un exemple plus intéressant de 
cette sorte de courbes, dans la surface enveloppe décrite 
^u n*^ 205 de la Géométrie descriptive. 
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Des lignes courbes, et de leurs dii^enses courbures. 



FiG. 48. 345. Lorsqu'une courbe AMM', plane ou à double 
courbure , est donnée par ses deux projections 

(i) ^ = ?(«), (2) r = + W> 

on a vu (n^ 264) que sa tangente était projetée sur les 
droites qui touchaient les deux projections, et qu^ ainsi 
cette tangente avait pour équations 

(3) X' - X = ^(z' - z), 

(4) ^-y=%Çz'-zU 

dans lesquelles x\ y\ z\ désignent les coordonnées cou- 
rantes de la droite \ x^ y^ z^ celles du point de contact 

M ; et où les dérivées -z-^ —, sont censées déduites des 

dz dz 

équations (i) et (a). Mais, quand la courbe sera définie 

par deux surfaces quelconques , 

F(x, 7,3) = G, et F' (or, jr, z) = o, 

on sait (n° 265) que , sans les ramener à la forme (i) 
et (2), la tangente pourra être représentée par le système 
des deux équations 

/ r ^d¥ , , .dF , , .dF 

,dr , , .dY' , , .dr 
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lesquelles appartiennent aux plans tangents des deux sur- 
faces données. 

346. Quant aux angles a, 6, y, que forme la tangente 
avec les axes, on trouvera, en appliquant ici les for- 
mules du 11° 27, 

dx ^ dy 

cos g = - , cose=:3 - "^ , 

S/dx^ -4- dy^ -f- dt" ^dx" -h dy* -f- dz" 

dz 

^dai* 4- dy^ -+- dz^ 



cosy = 



347. Un arc AM = 5 qui commence à un certain point 
fixe A , et se termine à un point variable M ayant pour 
coordonnées a:, y^ z ^ est évidemment une fonction de 
ces coordonnées , dont une seule est d^ ailleurs arbitraire , 
en vertu des équations de la courbe. Ainsi eet arc admet 
une différentielle que Ton peut regarder, diaprés les 
principes de la méthode infinitésimale , comme Taccrois- 
sement MM^ que subit AM , quand on donne à la va- 
riable indépendante z un accroissement infiniment petit 
dz : mais , par les mêmes principes , les autres coordon- 
nées a:, y, croissant aussi de leurs différentielles //r, dy^ 
le petit arc MM' pourra être considéré comme la distance 
rectiligne de deux points dont les coordonnées sont j:, j^ 
z, ex X '\- dx ^ y -f- dy^ z -\- dz-^ par coàséquent on 
aura 

(5) MM' =z ds = ^dx^-hdy^-^dz^. 

Cette formule s'obtiendrait, d'ailleurs , en développant 
le cylindre vertical qui projette la courbe AM sur le 
plan XY; car, par ce développement, l'arc AM devien,t 
sans changer de longueur , un arc plan Am = s qui , rap- 
porté aux coordonnées Bp = tel /?/n = PM = z , donne, 
comme on sait, la relation ds^ = dz^ -^ dt* : maîst 
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t=Bp=:=zBP est un arc de courbe plaue , qui fournît 
aussi l'équation dt* = dx* + dy*'^ donc, en substituant, 
il vient 

348, D'après cela , les formules trouvées n° 346, pour 
les angles de la tangente , peuvent être écrites sous cette 
forme plus simple 

/ci\ dx dy dz 

(6) cosa = _, cos6 = -, C0S7 = ^; 

et il est utile de remarquer que ces formules, qui sont 
fréquemment employées, peuvent encore s'obtenir en 
observant que l'élément de courbe MM' = Jj, qui coïn- 
cide en direction avec la tangente , a pour projections 
sur les trois axes coordonnés , les quantités dx^ dy^ dz ; 
de sorte que le théorème du n® 67 donne immédiate- 
ment 

dx=idscosoL, djr z=Tdrcos^j dz=zdscosf. 

Pic. 48. 349. Une courbe quelconque AM n'a qu'une tangente 
unique en chaque point M ; mais elle admet une infinité 
de normales , c'est-à-dire de droites perpendiculaires à la 
tangente , et menées par le point de contact de celle-ci. 
Or toutes ces normales sont nécessairement dans un même 
plan , que l'on nomme le plan normal de la courbe au 
point M , et son équation aura évidemment la forme 

k{x' — :ï?) -+- B(/' — 7) 4- C(3' — z) = G ; 

mais puisqu'il doit être perpendiculaire à la tangente re- 
présentée par les équations (3) et (4), on aura (n^ 47) les 
deux relations 

X dx B dy 

C'^dz' C"" dz ' 
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de sorte que rëquation du plan normal deviendra 

(7) i^' — ^)^^ -+- (r ' — /)^/ -h (2 ' — 2)rfz = o , 

où les différentielles disparaîtront , quand on aura tiré 
des équations delà courbe les valeurs de deux d'entre elles 
en fonction dç la troisième* 

350. Lorsqu'une ligne AM est à double courbure , ses 
diverses tangentes ne sont pas dans un même plan , mais 
deux éléments consécutifs MM' et M' M" remplissent tou- 
jours cette condition , puisqu'ils ont un point de commun ; 
alors le plan qui passe par ces deux éléments se nomme 
ie plan osculateur de la courbe en M , et il change de 
position quand on considère les divers points successifs 
M', M", . . . L'équation de ce plan , en tant qu'il est mené 
par le point M {x^ y, z)^ aura la forme 

A (a? ' — 4t) + B ( / ' — ^^ ) H- C (« ' — «) = ; 

puis, pour exprimer qu'il passe aussi par M' et par M", 
il faut écrire que l'équatiou précédente est satisfaite quand 
on y remplace or, y, z par 

X -h dXy y -h dy^ z -f- dz^ 
et aussi par 

• j:-h2</x -f- flf'jr, y -\- idy -\- d^y ^ z -^ 2dz -+- d^z. 

Or, on sait qu'en faisant ces substitutions dans une équa« 
tion quelconque 

F(;r, r, z) = o, 

elle devient successivement 

F -h cTF = 0, 

F H- 2dY 4- d^F = o; 

et toutes les fois qu'il faudra , comme ici , prendre simul- 
tanément ces tix)is équations, leur système se réduira évi- 
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demment à 

F = o, £/F = o, d'F = o. 

Par conséquent, pour exprimer qu'une équation qui est 
satisfaite pour un certain point , est aussi vérifiée pour 
deux points infiniment voisins du premier, il suffit de 
joindre à Téquation primitive sa diflFérentielle première 
et sa diflFérentielle seconde^ c'est là une proposition que 
nous nous dispenserons de démontrer dorénavant dans 
tous les cas semblables. Il résulte de là que le plan oscu- 
lateur sera déterminé par les équations 

A(a:' — o:) -h B(jr' — -^) -j- C (z' — «) = o, 
Adjc + Bflfj ■+- Cc/z = o, 
Ad^x -h Bdy H- Cd^z = o. 

Les deux dernières font connaître les valeurs de - et - , 

et en les substituant dans la première, on obtient, pour Té- 
quation du plan osculateur , 

^ M -+- (z' — z) {dxdy— dyd^x) S ~ ^' 

A la vérité , la courbe étant déterminée par deux équa- 
tions, une des trois variables est indépendante^ par exem- 
ple x^ et ainsi d*x = o. C'est une réduction que l'on in-^ 
troduira, si l'on veut, dans les calculs précédents^ mais 
il vaut mieux , pour conserver aux formules la symétrie 
qui les rend plus faciles à retrouver et à combiner, re- 
garder les trois coordonnées comme des fonctions d'une 
quatrième variable indépendante et quelconque t \ ce qui 
est toujours permis , puisque les deux équations x = (f (z) 
et j^ = •>!' {z) pourraient être remplacées par trois autres, 
entre x^ y^ z et t. 
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351. La courbure d'une ligne quelconque AM', auFic. 49- 
point M, doit être estimée d'après V angle de contingence 
TM-'T' = e que font entre elles les deux tangentes infini- 
ment voisines^ MM'T, M'M^T'^ car cet angle, qui est 
toujours infiniment petit dans une courbe continue, 
exprime bien la flexion qu'il a fallu faire subir à la 
droite MM'T pour la plier suivant la courbe MM'M". . . . 
Or si, dans le plan osculateur MM'M", on trace deux 
normales KO et K'O, élevées sur les milieux des éléments 
Mm' et M'M", ces deux normales comprendront un angle 
KOK' = TM'T' = e , et leur j>oint de section O sera le 
centre du cercle qui passerait par les trois points M, 
M', M". Ce cercle ayant ^inû- deux éléments consécutifs 
MM', M' M", communs av^ec la courbe, se nomme par 
cette raison le cercle osculateur relatif au point M, et 
son rayon serait une des trois distances égales OM , OM', 
OM"; mais on peut en place adopter pour ce rayon la 
normale OK = |0 dont la longueur ne diffère de OM' que 
par un infiniment petit du second ordre, puisque le 
triangle rectangle OKM' donne 

1 

Cela posé, en admettant que les éléments MM' et M' M" 
ont été pris égaux, l'arc KM'K' du cercle osculateur 
sera égal à MM' •= ds\ ti comme il est semblable à l'arc e 
décrit avec l'unité pour rayon, on aura 

ds 

(9) • = y. 

résultat qui montre, puisque ds est constant ici, que la 
courbure d^une courbe indiquée par l'angle s , varie d'un 
point à un autre en raison inverse du rayon OK ='p du 
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cercle oscillateur; c'est pourquoi celte droite s'appelle 
aussi le rayon de courbure de la courbe au point M (*). 
352. Toutefois, il faut observer que la grandeur ab- 
solue de Fangle de contingence s ne suffirait plus pour 
comparer entre eUes deux courbes différentes dont les 
éléments pourraient ne pas être respectivement égaux, ou 



{*) L^hypothèse admise plus haut, que les éléments MM' et M' M'' 
sont égaux , revient à supposer que Tare s a été pris pour la variable in- 
dépendante, puisque alors ds sera constant : mais dan» toute autre hy-> 
pothèse, les éléments MM' et M' M'' ne pourront, du moins, différer 
que par une quantité infiniment petite du second ordre. En effet, 
Tare AM = s sera toujours une certaine fonction déterminée de la va- 
riable indépendante, x par exemple, laquelle devra alors recevoir des 
accroissements constants désignés par h\ et les. accroissements de 5, loin 
de pouvoir être pris arbitrairement , devront se déduire des formules 

AM = 5 r= ^ (x) , 

MM' = 9» (x -h A) — f (x) = A 9?' (x) -+. -^ çï" (x) -+-.... , 

M'M" = 9p(x-j-aA)-?)(x-j-A) = *ç»' (x) -f- ^— 9" (x) -f- . . . . î 

d^où Ton voit qu^en négligeant, comme il le faut, les infiniment petits 
du second ordre vis-à-vis de ceux du premier, il viendra 

M' M " = MM' H- A A», ou ds' = ds -^ kh" ^ ds -, 

ensuite on aura , comme dans le texte , 

arc KM' }L'z:z\ds'^\ds' = ds. 

D^ailleurs, si Ton appelle p' la longueur du nouveau rayon de cour- 
bure KO', quand le milieu de PélémfntM'M" est en I au lieu d^ètre 
en K', le triangle rectangle ODO' donnera évidemment 

'— _ \ds'-~ids _Ah\ 
^ ^ "" sin « ~" 2e ' 

or, comme ce résultat est une quantité infiniment petite du premier 
ordre , elle doit être négligée vis-à-vis de p, et Ton a ainsi p' = p] par 
conséquent les formules (9) et (10) du texte sont toujours vraies, mémt 
quand la courbe n^eit pas divisée en éléments égaux entre eux. 
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même avoir entre eux un rapport déterminé ; car on sent 
bien que c'est seulement sur deux arcis de même lon- 
gueur, que l'angle des tangentes extrêmes manifeste une 
côurlHU^e {)lus ou moins prononcée. Ainsi l'on doit dire 
généralement que la courbure d'une courbe est mesurée 
par le rappmrt 



M -.--, 



s I 

ds p 



mais avant de calculer cette expression qui s'applique 
également aux lignes planes et aux lignes à double cour- 
bure , nous allons expliquer en quoi les unes diffèrent des 
autres. 

353. Lorsqu'une courbe n'est point plane, elle n'a en Fie. 49. 
cbaque endroit qu'une seule courbure qui s'estime comme 
nous venons de le dire -, mais elle offre en outre une tor- 
sion de ses éléments les uns autour des autres. En effet 
si , dans une pareille ligne , on fait tourner le plan oscu- 
lateur MM 'M" autour de M' M", pour le rabattre sur le 
plan osculateur suivant, les trois éléments MM', M'M", 
M"M"', se trouveront dans un même plan , sans que la 
cjourburç ou l'angle TM'T' ait été altérée. De même, en 
faisant tourner le plan actuel MM'M"M'* autour de 
M^M**, on pourra le rabattre sur le plan osculateur sui- 
vant^ et en continuant ainsi de procbe en proche, on 
amènera tous les éléments dans un seul plan. Au con- 
traire , par des mouvements opposés , qui répondent bien 
à une véritable torsion , on changerait une courbe plane 
en une courbe à (^uble courbure; c'est pourquoi il 
convient de remplacer cette dernière dénomination , qui 
exprime l'idée fausse de deux courbures, par celle de 
courbe gauche que nous emploierons dorénavant ^ et la 
torsion d'une pareille courbe sera mesurée ^ en chaque 

'9 
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point y par V angle compris entre les deux plans oscil- 
lateurs consécutifs. Cet angle 6 que nous calculerons 
bientôt, est toujours infiniment petit dans une courbe 
continue , et il est constamment nul dans tfoe .opurbe 
entièrefment plane : cet angle repond à ce que divers au- 
teurs ont nommé lajlexion ou la seconde courbure de la 
courbe. 
Fw. 48. 354. Cela posé , pour calculer Tangle de contingence 
TM'T' = e, désignons par m, i^, tv, les cosinus des an- 
gles que la tangente MT Forme avec lest axes , et par m', 
v'^ w' les cosinus analogues pour la tangente M'T' ; nous 

aurons (n^ 34) 

CCS e = ai* ' -h w' H- vuu^' ; 

mais comme u\ v', w\ sont les fonctions variées de u\ 
p»', iv', quand x, j^, z deviennent x + dXj y-hdjj 
z + dz^ on aura , par la formule de Taylor, 

(v' = Mc -f- dw -f- - d^iv, " • 

2 

Nous poussons ici le développement de u\ i^'^ iv', jus- 
qu'aux termes du second ordre , parce que e étant infini- 
ment petit , son cosinus ne doit diflerer de l'unité qu'à 
partir de ces termes. Si donc on substitue ces valeurs , et 
qu'on fasse attention aux relations 

a' 4- v^ -h w^ = 1, 
udu 4- vdp -h (vdw = o, 
ud^u 4- vd^p 4- «'rfV = — {du^ 4- dv^ + i/w*), 

dont les deux dernières se déduisent d£ la première par la 
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différentiation , on trouvera ^ 

cos 8 = 1 (du^ -h dp^ -h rfwM. 

Mais , en développant le cosinus de Tare infiniment pe- 
tit s , on a aussi 

cos s = I ; donc e' = c?a' -i- dv^ -f- dw^ : 

puis, comme on sait (n** 348) que 

dLc djr I dz 



il viendra pour Tangle de contingence 



355. On peut donner à cette expression une forme 
plus simple. D'abord en effectuant les différentielles des 
fractions , sans regarder aucune des variables comme in- 
déj^endante , il viendra 

_ \/{dsd}x-^ dxâ}sf -i- {dséPj — dyd}sy -^ (dsd^s -> ded^s)* 
* 5^ï- • 

Si maintenait on développe , on trouvera pour la somme 
des carrés des premiers termes des binômes, 

ds'{d'jc' -h dY ■+- d^z') : 

pour la somme des carrés des seconds termes 

d\<'[dx' H- dy"" -f- dz") = dsKd^s^ : 

la somme des doubles produits donnera 

— idsd'^s{dxd^x -H dydy -H dzd^'z) = — 2^jW; 



I 
L 
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par conséquent , il reste cette valeur bien simple 

(,2) . = 

■ 

356. Enfin , si de Téquation identique 

ds^ = dx^ -{- dy ^-f- dz^ 

qui donne par la différentiatî«n, 

dsd^s = dxd^x -h djrdy-^ dzdHj 

on tirait. 1& valeur 

dxd^x + dyd*jr 4- dzd^z 



d^s = 



sjdx^ -4- dy"^ -H ^' 



et qu'on la substituât dans la formule (12) en réduisant 
au même dénominateur sous le radical j on arriverait à 
ce résultat moins simple, ^ai^ quMl est bon de connaître, 

("/ *= ^ "^ • 

Ici les trois binômes sous le radical , sont les mêmes que 
les coeffioents dé Téquation (8) du plan osaulateur. 

357. Maintenant que nous connaissons Tangle de con- 
tingence, il sera bien facile d'en déduire le rayon de 
courbure de la courbe, puisque, d'après la formule (9)^ 

nous avons 

ds 

donc, en substituant ici Tune des expressions trouvées ci-^ 
dessus pour e , par exemple celleque donne la formule (i a), 
il viendra 

ds^ 



(i4) p = 



\Jd^x^ 4- </ V + ^'«* — ^'^' 
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Cette manière bien simple d'obtenir le rayon de courbure 
f^t connaître sa grandeur, mais non sa position ; et quoi» 
que ce résultat suffise pour le plus grand nombre des ap- 
plications , il est cependant des casi-où Ton a besoin d*^- 
ployer la longueur du rayon et les coordonnées du centre 
de courbure ; c^est pourquoi mous allon» les déterminer 
par le procédé suivant. 

358. Les deux normales particulières KO et K^O ne Fie. 49. 
sont autre chose que les interjections du plan oscillateur 
MM'M'' avec deux plans normaux consécutif^ *, par consé- 
quent on déterminera le centre de courbure O en cher- 
chant le point d'interseetion des trois plans que nous 
venons de citer. Or, Téguation du plan osculateur pour 
le point M dont les coordonaées sont Xy y^ z, est 

A(x' — o^) + B(/ — -vT) -H C(z' — «) = o, 

où les quantités A y B» C, désignent, pour abréger, les 
coefficients de la formule (8) du n^ 350. Le plan normal 
en ce même point est (n*' 349) 

(a?' — x)dx -h (/' — y)dy + («' — t)dz = o, 



*• 



et le plan normal infiniment voisin s'en déduirait (n^ 350) 
en augmentant le premier membre de sa différentielle re- 
lative aux coordonnées x^y^ z\ mais, puisque nous de- 
vons combiner cette nouvelle équation avec Içs deux pré-« 
cédentes pour obtenir le point de section , il suffit de 
joindre ici la différentielle du plan normal , égalée à zéro, 
ce qui donné 

(x' — x)d^x -t- {y' — j)rf!r-F- («' — «)rf'a — rf*» = a. 

Maintenant il faut regarder les variables x\ j\ z comme 
les mêmes dans ces trois équations , et alors elles repré- 
senteront les coordonnées du centre O commun aux troi&. 
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plaps : cherchons-en donc les valeurs. Or , les deux pre- 
mières équations donnent , en éliminant tour à tour 
y —y et x' —x, . 

{x* — x) [kdjjf — Bc/lr) -h {z' — z) {Q,dj — Bcfe) = o, 
(r' — r) (A.É(r — ' fikr) + («' — z) \kds — Ccir) = o; 

tirons de là les valeurs de a:' — Xyj' — y y "pour les sub- 
stituer dans la troisième ë(|uatiou , €t nous aurons 

^_^'^_. ifa^(A4r-B^ ; 



( B<fc — C4r) «i** -h (Cai — A</«) d'r -h (A4r — Brfr) <P« ' 

mais si Ton observe que , dans ce dénominateur, le coe$- 
cient total de A est égal à la valeur même de A que donne 
la formule (8) , et qu'ime coïncidence siemblable a Hei^ 
pour B et pour C , on en conclura 

, _^ _ ds" [Kdy — B^) 
* ~~" ^ ■" A' -h B» -4- C-' ' 
et par subite 

y — y — A» -j- B» + C» ' 

a/ -^x = ^^MB^^-c^r) 

-^ A» + B^ -h C» * 

P'â^illeurs, le rayon de courbure n^étant autre chose quç 
la distance du point x, y^ z, au point de section x\y\ z\ 
on aurii. 

_ ds' V( Aç?r — Bdlr)' 4- ( Ç^jç ~ A</z)» -h (Bflfz — - Çdy-y 

A3 I ga 



xnais , en développant les carrés des binômes , on voit que 
les termes multipliés^ par A', B", C, sont 

A2(cÇr» -h dz^), qui égale k^{ds' — dx'-), 

W{dx' Jr dz'), . B» (d:y« — dy^), 

C'idx' -h ûfr'), 0{ds' ^ dz') ; 
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de sorte que le radical prend la forme * 

V^(A^ 4- B=^ 4- C^') ds" — [kdx -f- B^/ -j- Q.dz)\ 

Or, le dernier trinôme est ntd, en vertu d'une des équa- 
tions qui, ont seryi (n^ 350) & calculer^ les coefficients 
A , By C ; par conséquei;it il reste 

9-= 



c'est-à-dire , ^n substituant les valeurs de A, B, C, 

\l{dyâ^z — dtd'yy -f- {dzâ}x — dxd^zy -f^ {dxéPjr — djéPx)'' 

résultat qui s'accorde bien avec les formules (9) et (i3). 

359. Quant aux coordonnées a:', j^', z'y du centre de 
courbure, si Fou substitue dans leurs numérateurs les 
valeurs de A, B, C, on trouvera pour le premier, par 
exemple : 

kdy — 'J^dx = d^z (df^ -+- dx^) — dz (dxd^x -h dfdy) 
= d'z (ds^ — dz^) — dz (dsd^s — dzd^^z) 
= d^zds^ — dzdsd^s ; 

et en développant de même les autres numérateurs , il 
viendra 



, dsUdsdH'-dzd^s) 



<t) 



A» -f- B' -4- C «^ ds 



, _^ X , ds'idsdy—dxd's) 



^(£) 



A' 4- B» -h C^ ^ rf^ 



ds^(dsd 






xzzz: - . I. M ...^ :::3 p- . 
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360. Si l'on veut obtenir les angles X, jx, v, que forme, 
avec les axes coordonnés, le rayon de courbure p prolongé 
à partir du point M de la courbe vers le centre O (ce qui 
s'appliquerait an cas d'une force attractive agissant sur * 
un mobile M, Q)t dirigée ters le cenlre.de courl)ure), on 
observera que les projections de p sur les axes sont évi- 
demment x' — X, jr' — y^z' — z ; par conséquent, on doit 
avoir (n** 67) 

x' — j? = p ces X, y ^^ jr =z p ces fA, z' — z = p cos v ; 

et en substituant ici les valeurs données par les formu- 
les (16), il viendra 

, , \ <i) m <î) 

En ajoutant les carrés de ces trois cosinus (*), dont la 



(*) jOes formules peuvent servir à démontrer fort simplement un théo- 
rème impprtant de Mécaniqye,', relatif au mouvement d^un mobile 
astreint à demeurer sur une courbe fixe , et diaprés lequel la pression 
fotole supportée par cette CQurbe, est la résultait^ de la force centrifiige 
et de la composante normale de la force motrice R qui agît sur le mobile. 
En effet, en conservant les notations employées par M. Poisson dans son 
Traité de Mécanique, pages 279 et 3^1 du P^ volume, et en regardant la 
masse du mobile comme égale à Tunité, les équations de son mouvement 
seront 

d*x ^ 

-rr- = X — P cos tr , 

dt* ' 

d*Y 

d*e 

-rr=Z — P cos t;r*'. 

dt* 

Or, si Ton décompose la force R en deux autres T et Q , Tune tangente et 
(^autre normale à la courbe, la première sera, comme on sait, égale à 
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somme doit égaler Funité , on retrouverait une valeur 
de p qui s'actorderait bien avec les formules (9) et (11). 
361 . Quant à la torsion ou la seconde espèce de cour- 
bure que présente une couri^e qui n'est point plane, nous 
avons dit (n^ 353) qu'elle ét^it mesurée au point M , par 
Tangle compris entre les deux plans osoulateurs consécu- 
tifs qui passent, l'un par les deux éléments MM' et M'M", 
l'autre par M'M" et M^'M*^. Le premier de ces plans est 
donné par la formule (8), que nous écrirons, pour abré- 
ger, sous la forme 

Ax' H- Bj' + Cz' H- D = o , 

et le plan osèulateur consécutif s'en déduira en rempla- 
çant a:, y, z, par x + dx^ y H- dy^ z + dz] ainsi son 



-77 , et Von aura évidemment 

^ ^ dxdh 

__ _ , 4y d*s 

Y = Qcos,' + -^, 
de sorte qo^en substituant dans les équations primitives , il viendra 



P COS CT = Q cos q — 



-o 



dt 



% 9 



Pcosw' =Qcos9' — - ^ ^ 



dt' 



"'"if) 



dt' 

Mais si l'on appelle-/, y', y", les angles que forme avec les axes, le pro- 
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équation sera 

à!x' 4- By -+- C'z' + D' = o, 

dans laquelle on aura (n^ 35Q) les relations 

A' = A + «?A , B' = B -+- rfB, a^C'\'dC, 

En appelante Tangle de torsion, on aura donc 

AA' + BB' -h CC' 



ces 9 = 



V^A' •+• B^ -h C^ v'a'^ 4- B" -4- C* ' 



mais comme cet angle d est infiniment petit , son cosinus 
ne diflFérerait de l'unité que par des termes du second or- 
dre ; c'est pourquoi il vaut mieux passer de là au sinus y 
qui aora pour expression 

. ■ (AB^ -- -RPlJ 4- (BC^ — CB^)' -4- (CA^ — MCJ ^ 

*^^ . — (A» -h B'^ H- C) (A'» 4- B'» 4- C'^j . '' 



loDgement extérieur du rayon de courbure p, ces angles seront les sup- 
pléments de >l, /A y V, et par les formules (17) du texte, on aura 

cosy=-p ^^ , cos/=-|9— ^j^, cos/=-p-->— ; 
d^où Ton conclura , à cause de v=.-- ^ 

Fcoscr =Qco8fl H ces y, • 

p 

PCOSO' =:QcOS7' H COSy', 

P 

PcofltT'' = Qcos^'' H cbsy", 

résultats qui montrent bien que la pression P est la résultante des deux 
forces Q et — , dont la dernière , dirigée en sens contraire du rayon de 

r 

courbure , se nomme la force centrifuge , et subsisterait encore quand 
j[)ien même Q serait égal à zéro. 
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en y substituant les valeurs précédentes de A', 6', C, et 
négligeant , dans le dénominateur , les termes de Tordre 
le plus élevé , puis remplaçant sin par 6, il restera 

_ (AdB — B^A)^ + {BdC — C^)' -f- (C^A — A dCy 
~ ' (A* 4- B' 4- Oy 

Maintenant, il n'y a plus qu'à substituer ici les valeurs 
des coefficients A, B, C, prises dans la formule (8)*, mais , 
pour éviter des calculs longs à écrire , nous admettrons 
qu'une des trois coordonnées , x , par exemple , est prise 
pour variable indépendante , c'est-à-dire que nous pose- 
rons iPx = o. Alors il restera 

A = dyd'^z — dzdy, dX = dydH — dzd^y^ 
B = ~ dxd% rfB = — dxdH, 

C = dxdy, dC = dj^dy; 

et en ^ubstijLuant dans la valeur précédente de d, on ob- 
tiendra, après quelques réductions évidentes, 

dxds (dyd ^z — d^z d^y) 
^ ^ ^ ® ~(rfy 4- rf V) dx' -+- {djd'z — dzdyf 

362. Si la courbe avait un point singulier où elle pré- 
sentât une inflexion simple, c'est-à-dire ou trois éléments 
consécutifs fussent dans un même plan , il arriverait que 
Pangle de torsion oserait nul pour ce point*, par consé-r 
quent, on aurait la condition 

dyd^z — dHd^y = o, 

laqueUe, jointe aux deux équations de la courbe, suffira 
pour déterminer les points singuliers de cette espèce. 

-On reconnaîtra aussi qu'une courbe est entièrement 
plane, lorsque la relation précédente sera vérifiée idenT. 



1 
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tiquement par les équations de la courbe, queUe que 
soit la variable x, 

363. Lorsque deux éléments de la courbe seront en 
ligne droite, il y aura une inflexion double , ainsi nom- 
mée parce qu'elle entraîne nécessairement F inflexion 
simple dont nous venons de parler. Alors Tangle de con- 
tingence sera nul 5 et d'après la formule (i3) où nous 
supposerons, pour simplifier, que dx est constant, il 
faudra que 

ce qui exige évidemment que l'on ait , pour un tel point, 

d^y = o avec dH = o. 

364. Pour compléter ce qui regarde les points singu- 
liers, nous ajouterons que quand il y aura rebroussement 
dans l'espace, chaque projection de la courbe présentera 
aussi un rebroussement ; et quoique la réciproque de cette 
proposition ne soit pas toujours vraie, nous pouvons du 
moins affirmer que les points singuliers de cette espèce 
satisferont aux deux conditions 

d^y =0 ou = 00 , d^z^ =0 ou = co . 

365. Nous fel'ODs remarquer ici qu'il existe une diffé- 
rence essentielle, quant aux rayons de courbure, entre 
les courbes planes et les courbes gauches. Dans les pre- 
mières , les rayons relatifs aux divers points de la courbe 
étant tous dans son plan, se rencontrent consécutive- 
ment et forment par leurs intersections une courbe à 
laquelle ils sont tangents', et que l'on nomme la déi^elop- 
pée de la première ^ mais , dans une courbe gauche , les 
rayons des cercles osculateurs ne se rencontrent pas con- 
sécutivement. En effet, par les milieux K, K', K'', . . . , des 
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divers éléments de la courbe MM'M". . . ., menons les Fw. 5i. 
plans normaux P, F, P", . . . , qui se couperont deux à 
deux, suivant les droites AB, A'B', . . . , et formeront ainsi 
une surface développable (n^ 331) enveloppe de tous ces 
plans. Si nous coupons les plans P et P' par le plan oscu- 
lateur MM'M", qui est perpendiculaire à Tun et à l'autre, 
nous obtiendrons pour intersections les normales KC et 
K'C , perpendiculaires à AB, et dont la première sera 
(u® 351) le rayon de courbure relatif au point M. De 
même, en coupant les plans normaux P et P" par le plan 
osculateur MTVI"M'*, on aura pour sections les deux nor- 
males K'C et K"C', perpendiculaires à A'B', et dont la pre- 
mière sera le rayon de courbure en M'. Or , ce rayon 
K'C ne coïncide pas avec l'autre normale K'C, puisque 
ces droites proviennent du même plan P' coupé par deux 
plans osculateurs distincts \ ainsi , K'C va rencontrer AB 
en, un point I différent de C, et par conséquent les deux 
rayons de courbure KG et K'C, situés dans les plans P et 
P', n'ont pas de point commun sur l'intersection AB de 
ces deux plans : donc ces rayons ne sauraient se couper. 

Il résulte de là que les centres de courbure C , C, C", . . . , 
n^étant pas donnés par la rencontre successive des rayons 
KQ, K'C, K"C", .•.,/« courbe qui passerait par tous ces 
points n aurait pas pour tangentes ces mêmes rayons, 
et par conséquent ceux-ci ne sauraient être regardés 
conmie formés par le développement d'un fil qui entou- 
rerait la ligne CCC ... ; donc enfin cette ligne n'est 
point une déi^eloppée de la courbe MM'M". . ., dès que 
cette dernière est gauche. 

366. Cependant la courbe MM'M" . . • admet une in- 
finité de développées, ainsi que l'a fait voir Monge. En 
eflTet, si dans le premier plan normal P nous tirons arbi- 
trairement une droite KD, qui sera toujours normale à la 
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courbe proposée 5 puis, que par les points D et K' nous 
tirions une autre droite KDD', qui sera dans le second 
plan normal P', puis une troisième droite K''D'D" située 
dans le plan P", et ainsi de suite, nous obtiendrons , par 
les intersections successives de ces normaks particulières, 
une courbe DDD" ... à laquelle ces normales seront tan- 
gentes, et qui pourra servir à décrire la ligne MM'M'\ . . 
par le développemeiit d'un fil enroulé autour de cette 
déi^eloppée DD'D" ... Pour le prouver , il suffit de faire 
voir que les portions DK et DK' des tangentes à cette dé- 
veloppée 50nt égales entre elles , ou bien que le point D 
est à la même distance des trois points M, M', ]Vf'^ or cela 
résulte de ce que la droite AB étant l'intersection de deux 
plans P et P ' élevés perpendiculairement sur les milieux 
des éléments MM' et M'M", cbaque point de AB est à égale 
distance de M, de M' et de M" : aussi cette droite est-elle 
appelée la ligne des pôles de l'arc total MM'M'', et les dis- 
tances DK, DTi,',..,, sont les rayons de déi^eloppée^qvLiï 
ne faut pas confondre avec les rayons de courbure. D'ail-* 
leurs, comme la première normale KD a été menée arbi- 
trairement dans le plan P, on pourra donc , en faisant 
varier cette normale, obtenir une infinité de développées 
situées toutes sur la surface enveloppe des plans normaux. 
Pour de plus amples détails sur cette matière , on pourra 
consulter le Traité de Géométrie descriptive , n^ 659 et 
suivants. 
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De la courbure des Surfaces* 



367. Pqtir estimer la courbure d'une ligne quelconque, 
en un point donné , on la remplace , dans les environs 
de ce point , par Tare du cercle osculateur (n? 351) qui 
ayant deux éléments communs avec la courbe , présente 
la même courbure que celle-ci. Quant aux surfaces , on 
ne peut pas tenter de les assimiler ainsi à une sphère^ 
puisque dans cette dernière la courbure est évidemment 
uniforme tout autour d'une même normale , tandis qu'il 
n'en est pas de même ordinairement pour une surface 
générale. Il faut donc alors imaginer divers plans con- 
duits suivant la normale de la siirface au point considéré ; 
calculer les rayons de courbure de ces section§ planes^ 
et par leur comparaison , on jugera de la courbure plu» 
ou moins prononcée de la surface autour de ce point , 
ainsi que du sens dans lequel est dirigée cette courbure ; 
car nous avons vu (n*^ 271) que certaines surfaces se trou- 
vaient en partie au-dessus, et en partie au-dessous de 
leur plan tangent. D'ailleurs ces diverses sections nor- 
males se trouvent, quant à leur courbure, liées entre 
elles et avec les sections obliques , par des rapports bien 
remarquables que nous allons faire connaître, en com- 
mençant par calculer le rayon de courbure d'une section 
oblique quelconque. 

368. Soit M (x, y, z) le point considéré sur une sur- 
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face représentée par 

ici où les trois variables ne sont liées que par uae seule 
équation , deux d'entre elles , x et j, seront indépen- 
dantes, et l'ordonnée z admettra, dans les divers ordres, 
plusieurs dérivées partielles que nous désignerons, suivant 
l'usage , par 

dz dz 

dH' __ dH ___ dH 

5i» ~~ '"' d^^ ^ ^' ^^ ~ '* 

de sorte que quand on aura besoin de faire varier a la 
fois X et j, les diflférentielles totales de z seront 

(2) dz z= pdx -h qdy^ 

(3) dH= dpdx-i- dqdy 

= rdx^ + isdxdy 4- tdy^. 

369. Soit maintenant MT une tangente menée à la sur- 
face, et dont la position sera fixée par les angles a, 6, 7, 
qu'elle forme avec les axes coordonnés rectangulaires. Un 
seul de ces angles restera arbitraire ^ car , outre la rela- 
tion ordinaire 

(4) cos'a -4- cos*6 n- COS'y = l, 

il faudra encore exprimer que la droite 

, cos a , , , ces ê 

af — x = (z' — z), y' — y = (z' — z)y 

COS 7 / ' -^ -^ CCS 7 ^ ' 

se trouve située dans le plan tangent (n** 266) 

z' -^ z = p{xf •— or) -h q{y — y)y 

ce qui conduit évidemment à l'équation de condition 

ces y = p ces a 4- g cos § , 
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OU bien , en élevant au carré , pour éliminer cosy, 

(5) (i -f- /?') ces 'a -I- 7.pq ces a ces 6 -t- ( i + 9') t-'os^ 6 = i . 

Ainsi , voilà deux relations (4) et (5) qui lient entre eux 
, les angles a, &^ y^ et ne permettent plus de se donner ar- 
bitrairement qu'un seul de ces angles. 

370. Si à présent nous menons . par cette tangente F^^^» 4<>' 
MT, deux plans sécants, l'un normal à la surface, l'autre 
oblique et formant avec le premier un aagle o) , ils 
couperont là surface suivant deux courbes AMB, «A'MB', 
toutes deux tangentes à MT ; et le centre de courbure de 
la section oblique s'obtiendra (n** 358) en chercbant le 
point d'intersection T du plan osculateur, qui est ici le plan 
de A' MB', avec les plans normaux à cette courbe menés 
par les points infiniment voisins M et M', Donc , en re- 
présentant par Mr et M' T les traces de ces deux derniers 
plans sur celui de A'MB', la distance MF = |^ sera le 
rayon de courbure de cette section oblique; et comme les 
deux plans normaux se couperont suivant une droite TI 
perpendiculaire sur A'MB\ laquelle ira évidemment ren* 
contrer la normale MN de4a surface, puisque MN e^ TI 
sont situées toutes deux dans le plan mené par le point M 
perpendiculairement à MT, ou voit qu'il - suffira de cal- 
culer cette distance MI = p ; car le triangle rectangle 
Mir fournira pour le rayon de courbure demandé 
MI' =pi, la valeur (*) 

(6) p, = pcos&>. 

371 . Cela posé , sans former l'équation du plan sécant 
de A'MB', il suffit d'observer que les trois coordonnées de 

■■*) CeUe méthode est tirée du mémoire inséré par M. Poisson dans le 
'ji* cahier du Journal de V École Polytechnique. 

20 
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cette courbe étant liées par cette équation et par celle de 
la surface , toutes trois seront variables en même tenips , 
et que leursdîfférenti elles auront avecVélément MM' = ds^ 
les rapports connus (n** 348) 

. .dx dy • ^^ 

(n) — - = cosa, --- = cos6, -7- = COS7: 

^'^ ds ds ds 

d'ailleurs la droite II' intersection des deux plans normaux 
consécutifs , sera déterminée (n° 358) par les équations 

(8) {x' — x)dji; -h (^' — y)dx -+- {z' — z)dz = o, 

(9) {^' "~ x)d'^x-{- {y' — /H"j-h {2' — z)dH=: ds^^ 

tandis que celles de la norpiale MN à la surface , seront 
(n<>270) 

(10) a/ — J:-f- /?(«' — z)=rO, {il) y' ^y -\-q(^-^z)=.0. 

Mais de ces quatre équations , la première est vérifiée par 
les équations (10) et (i i) en vertu de la relation (7) à la- 
quelle la courbe A' MB' doit satisfaire, à cause qu^elle est 
sur la surface donnée *, d'où il suit que les droites MN et 
n' se coupent effectivement , comme nous Pavions déjà 
remarqué, et que les coordonnées x\ y\ z'- de leur point 
de section I, seront fournies par les équations (9), (10) 
et (ii)j 90US la forme 

, d^ , — qds^ 

* '^^^ d^z—pd^x^qd^y^ •^ ^^ d^z—pd^x-^qd^y^ 

' —pds^ 

X — x — 



dH — pd^x — qd^y' 

La droite MI = p qui est la distance du point (x'^ y^ z') 
au point M (j?, y^ ^\ ^^^ alors facile à calculer, et Ton 
trouve 

ds^sji -hp^ -|-<7' 



P = 



d^z — pd^x — qd \y ' 
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mais les différentielles qui entrent ici, appartenant à une 
courbe A' MB' située sur la surface donnée , doivent satis- 
faire à la relation 

qui, étant différentiée sous le point de vue actuel, c'est- 
à-dire en y regardant Xy y^ z, cermme variant à la fois, 
fournit , au lieu de la relation (3), la valeur 

</'z = pd^x -h qd^y ^ rdx^ -h isdxdy -H tdy'^ ; 
de sorte qu^en substituant dans Texipression de p , il vient 

ds"^ \j\ -^ p^ -^ q^ 
^ rdx^ -f- isdxdy H- tdy'^ 

ou bien , en divisant par ds^ et ayant égard aux for- 
i»«ïes (7), 

(12) p = ;; ^ ^ -. 

^ ^ rcos' a -h 3.^cos a cos 6 + Icos' 6 

372. Ce résultat qui , joint à la formule (6) , pi = p coso), Fig. 40. 
permet de calculer le rayon de courbure MI' = pi de la 
section oblique A' MB', montre que la portion MI = p de 
la normale à la surface , est indépendante de Tangle &> , 
c'e&t-à-dire qu'elle demeure constante lorsque le plan sé- 
cant toiune autour de la même . tangente MT, quoique 
alors MI' = pi change de grandeur et de position. Par 
conséquent , si Ton pose e«) = o dans la formule (6) , il 
viendra p^ = p'^ ce qui prouve que MI = p est précisé- 
ment la position et la grandeur du rayon de couil)ure de 
la section normale AMB passant par la tangente don- 
née MT. D'ailleurs, la formule (6) devient alors l'expres- 
sion d'un théorème lemarquable dû à Meunier j savoir : 
que fe rayon de courbure d'une section oblique est la 
projection, sur le plan de cette courbe , du rayon de la 
section normale guipasse parla même tangente. 

20. 
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373. On peut énoncer ce Aéorème sons une autre 
forme, en imaginant une sphère décrite du point I comme 
centre , avec le rayon de courbure IM de la section nor- 
male AMB ; car il résiflte évidemment de ce qui précède 

Fie. 45. que tout plan N'MT conduit par la tangente MT, cou- 
pera cette sphère suiuaiHt un cercle MD' gui sera le cercle 
oscillateur de la section faite dans la surface par le 
même plan. 

Fio. 4o- 374. Maintenant , comparons entre elles les diverses 
sections normales faites dans la surface , tout autour du 
point M, et dont les rayons de courbure sont donnés 
(n° 372) par la formule (*) 

(12,) p =Z ;; ^ -^, 

^ ' ^ rcos^Qt 4- 2fCOsaco$6 H- /cos'5 

dans laquelle les angles a et 6 ne peuvent varier qu'en 
restant toujours soumis à la relation trouvée n^ 369, 

(i3)(i -4-/?*)cos'a +2/7^cosacos6 -h(i -l-^')cos'€ = i. 

Cette relation pourrait s^obtenir d^une manière plus 
prompte , en observant que les coordonnées de la cdlirbe 
AMB, qui satisfont toujours à la condition générale 

djc' -h dy^ -{- dz^ =z ds^^ 



(*) Si Ton voulait arriver directement à ce rayon p, sans passer par la 
considération d'une section oblique, il suffirait, en réduisant les raison- 
nements du n^' 570, d^observer que le centre de courbure de AMB est à 
la fois sur la normale MN de la surface , et dans les deux plans normaux 
consécutifs de la combe AMB \ or comme le premier de ces plans ren - 
ferme nécessairement MN , cela reviendrait encore à combiner les équa- 
tions (9), (10) et (11) qui conduiraient ainsi directement à la formule (la). 
Mais ici , nous avons voulu démontrer en même temps le théorème de 
Meunier. 
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doivent ici vérifier l'équatiou différentielle de la s^r£s^çe , 

dz = pdx •+• qdy ; 
ce qui donne 

« 

(i '^p^)dx^ H- ipqdxdy -h (i -h <7^) dy^ 3= ^/^^ j 

puis, en divis£uit les deux membres par ds^^ çt ayant égard 
Qux formules (7), on retomberai t^ sur (i3). 

Toutefois, si l'on voulait n'«mployer qu'une seule in- 
déterminée , on poserait 

/ f\ cos 6 ^ dy 

(i4 -=^ ^ ^ m, 

ces a dx 

et en substituant dans (12) et(i3)y elles conduiraient, 
par Télimii^ation de cos'a, à cette nouvelle expression 

375. Cela posé, observons que si, dans les formides (i 2) 
et (i5), nous convenons de prendre toujours positive- 
ment le radical ^i +p* + y'> la valeur totale de p aura 
constamment le mime signe que son dénominateur ^ car 
le numérateur de .la dernière formule , égalé à zéro , 
n'admet que des racines imaginaires pour m. Or ce déno- 
:çninateur est égal, à cela près d'un facteur positif cos'a, au 
dénominateur de la valeur trouvée pour z' — z au n** 371 : 
donc p et z' — z seront toujours de mêmes signes. Par 
conséquent, lorsque p sera f?ositif -ponr nue valeur attri- 
buée à a ou à m dans les formules (i 2) ou (i 5) , on pourra 
affirmer qu'alors -2' > z, et que par suite le rayon de 
courbure p se trouv^era dirigé au-dessus du plan tan- 
gent; de sorte que la section normale correspondante se 
prouvera concave, au moins daiis ks environs du j^oint 
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considéré. Au contraire, lorsque p sera négatif dans les 
formules (la) ou (i5), on aura r' <^^f et, par suite, le 
rayon de courbure p sera dirigé au - dessous du plan 
tangent; c'esl-à-dîre que la section correspondante se 
trouvera com^exe dans le voisinage du point en question. 
Ainsi , d'après la convention admise plus haut sur le ra- 

dical yi +/^* ^" V*> ^^^ fortoules générales (12) et (i5) 
offriront Tav^uitage d'indiquer à la fois la grandeur et le 
sens de la courbure de chaque section normale. 

376. Pour reconnaître immédiatement si toutes les sec- 
tions normales autour d*un même point, sont convexes ou 
non , cherchons les racines du dénominateur de p , égalé 
à zéro , ce qui donne 



ces 6 — - 5 dt l/j» — rf 

= /w = 

cos a t 






d^où nous conclurons que, quand les coordonnées Xyj^ z, 
du point considéré sur la surface , vérifieront la condition 

le dénominateur en question ne changera jamais de si- 
gne quel que soit l'angle a 5 donc toutes les valeurs de p 
auront un signe constant, et la surfac*e se trouvera située, 
dans les environs du point considéré, tout entière au- 
dessus ou tout entière au-dessous de son plan tangent. 
On dit alors que la sur/ace est com^exe tout autour de ce 
point ^ et elle serait entièrement convexe , si la condition 
précédente se trouvait vérifiée par tous ses points , comme 
dans un ellipsoïde. 

377. Au contraire, si , pour le point considéré, on a 

le rayon de courbui# deviendra infini pour les hypothèses 
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Tn=zmiy m z=z m, , et il changera de signe avant et après 
chacune de ces i*acines : d'où îl suit qu'il y aura des sec- 
tions normales situées au-dessus du plan tangent , et d'au- 
tres situées au-dessous, et que la surface sera non convexe 
ou à courbures opposées autour du point en question. 
C'est ce qui arrive, entre autres, dans les surfaces gau^* 
ches considérées au n^ 318; car l'équation commune à tous 
leurs points étant 

laquelle peut s'écrire sous la forme 

{qr #— psy -f-i>' {rt — x^) = o , • 

on voit qu'ici rt — 5* est nécessairement négatif, et qu'ainsi 
les surfaces de cette classe sont toujours non con\^exes Adius 
tous leurs points. Nous reviendrons plus en détail sur 
cette discussion que nous ne voulons qu'indiquer en ce 
moment. 

378. Enfin , dans les surfaces dèveloppables , dont l'é- 
quation générale (n° 3 

rt — f ^ = o , 
• " 

il arrive que le dénominateur de p devient uu carré par- 
lait, et par suite, ce rayon de courbure gardera encore 
un signe coustanfr-pour tous les points d'une telle. «ur- 
6ice« Elle sera donc convexe en chaque poînt; mais elle 
aura une courbure nulle dans la direction unique qui ré- 
pond à 

m z^ nii =: OTî, d*où p = oo , 

direction qui coïncide évidemment avec la génératrice 
Fcctiligne de la surface développable. 

379. Rentrons dans le cas général auquel se rapportent 
tqs formules (12) et(i5):^ et comme il est évidentà;?nbn 
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qu'en faisant tourner le plan sécant tout autour de la nor- 
male , la courbure de la section ne peijt pas croître ou 
décroître indéfiniment, il* y a lieu de chercher quelles 
sont les valeur» de ct^ ou de m qui rendront le rayon p 
minimum ou mxiximwn. Or, les quantités p, q^ r, 5, t 
étant Am fonctions de x, y^ Zy qui se déduisant de Fé-r 
quation de la surface , et sont par conséquent indépen- 
dantes de a. (*•) ou de la direction donnée aj^ plan sécant, 
il suffira d'égaier à zéro la différentielle de la formule (i 2) 
prise par rapport à a et 6 , et d'y joindre la différentielle 
de l'équation (i3) qui lie entre eux ces deux angles. Il 
pourrait paraîue plus simple d'emplojer la*formule (i 5),^ 
où l'on n'aurait à différentier que par rapport à la seule 
indéterminée m ; mais lés calculs seraient moins symétri- 
ques , et nous préférerons la première méthode. Si , d'ail- 
leurs , nous écartons, l'hypothèse 

dp 

— '- =r 00 , 
d.oi 

laquelle peut fournir quelquefois des mininium ou ftiaxi" 
mumj c'est qu'elle ne conduirait ici qu'à égaler à zéro le 
dénominateur de p , et donnerait ainsi les valeurs infi- 
nfies déjà remarquées au n** 377, mais qui ne sont point 
de véritables minimum ou maximum^ car, le rayon Jb 
changeant brusquement de signe ava»t et après ces va- 
leurs extrêmes^ on ne trouve plus là la continuité indis- 

(*) Cependant, pour quelques points singuliers dans lesquels les déri- 
vées pf q, r, s, tf prennent la forme indéterminée -, il peut arriver que 

leurs vraies valeurs se trouvent dépendre de a; mais ce sont des cas 
très- particuliers pour lesquels nous- renverrons au mémoire déjà cité de 
M. Poisson, à qui Ton doit la remarque et l'explication de ces circon- 
stances sin^ilières {Voyez le -21® cahier du Journal de VÉcple Polyiech' 
nique.) 
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peasable au maximum qui a besoin d'êu*e immédiatement 
suivi et précédé de valeurs plus petites. En parlant donc 
des formules (12) et (i3), nous poserons 

(rcos a -H« COB 6j 8ina<2flt + (< coff 6 + «C0B a ) 6m €<26 =0, 
[(H-;»')cosa +/7f co8 6]8ino(ifa+ [(1 + ^'j co8 6 -H f>^ coB a]8in6di6 = o, 

d'où Ton déduit 

, ç. rcosa,+ 'yf O»€ (l -!-/>*) 0OSa-f-/>y ces 6 

^ ^ rcos6 +<fCos0K (i +9*)cos€+/79cos«' 

Cette relation , jointe à (i3), déterminera les valeurs de a 
et S qui rendront p minimum, ou maximum^ donc , pour 
obtenir Téquation qui donnera fiiniultanément |tous ces 
rayons particuliers qu'on appelle ttAyon & priiï cipaux , il 
suffit d'éliminer a et 6 entre (-la), (i3) et (16)1 Mais, 
afin de n'avoir à opérer que sur des équations du premier 

degré, multiplions d'abord l'équation (16) par ^ — s, 

pais ajoutons l'unité à chaque membre^ nous formerons 
ainsi une nouvelle équation où il entrera: i® le poly- 
nôme (i 3) qui égale l'unité; a^le dénominateur de p, qui 

pourra être remplacé par - , en posant pour abréger , 

V/l -+-/?'-♦- q" = k'y 

de sorte qu'il viendra 

(17) ^cos6 -h 5C0Sa ==- [(i -f- y>) cosS -h/?7 cosa]. 

r 

De même , en renversant d'abord les fractions dç l'équa- 
tion (16), et multipliant les deux membres par ^^ , puis 

^ cosa * 

en ajoutant l'unité à chacun, on trouvera 

(18) rcosa -f. rcosê = ~[(n^ p^) ces a + /m/ cos 6] . 

r 
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Alors, voilà deuK équations (17) et (18) qui peuvent 
remplacer,(i3) et (16), et qui sont du premier degré ; on 
en tire aisément 

('9) [p^— ^(ï -+-^')J cos6 ={^pq — ps) cosa, 

(20) [pr— A{i -t-/?')]cos a = {Âpq — ps) cos 6 ; 

puis , en multipliant ces dernières Tun^ par l'autre , a et 6 
se trouvent éliminés; et il vient, en remplaçant le signe 
général p par R, qui désignera dorénavant les rayons 
principaux j 

(21) R>(?t— 5») — R/^ [(i -4- ^')r— . 2/>çj -f-(i4-/?^)^]-h>5-* = o. 

Cette équation du second degré montre que, parmi 
toutes les sections normales faites autour d'un même point 
d'une surface , il n'y en aura généralement que deux dont 
les rayons de courbure soient plus grands ou plus petits 
que les autres ; leurs valeurs seront données par les racines 
dfi l'équation (ai), savoir (*), 

où nous avons posé, poiu* abrégei, 

A = (i + ç*)r — '^pqs -f- (i -f-/?*) f ; 



(*) Ces racines sont toujours réelles, comme nous le prouverons géné- 
ralement au n^'SdS; mais on pourrait s'en assurer déjà très-simplement 
en supposant ^ = o et 7 = o dans Téquation (aj ), qui donnerait alors des 
valeurs dont le radical porterait sur la somme de deux carrée. Or, comme 
cette hypothèse revient à supposer que le plan des (x, y) a été choisi pa- 
rallèle au plan tangent dans le point considéré, ce qui ne peut altérer 
nullement la forme de la surface, il est certain que si les deux rayons R' 
et K'' soni réels 4ans cette hypothèse, ils le sont pareilleraei»^ dans touie- 
9utre position des plans coordonnés. 
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et nous prouverons plus loin (n®* 388, 388) que , de ces 
deux rayons, l'un R' est toujours un minimum, et l'autre 
R" un maximum parmi toutes les valeurs de p , du moins 
en comparant celles qui ont un même signe. 

380. Au rayon minimum R' correspondra une section 
normale de courbure maximum, et au rayon maximum^' 
une section de courbure minimum, lesquelles se désignent 
aussi sous le nom de sections principales. Pour trouver 
leiu^s positions , il suffit de recourir à l'équation (i6) qui 
détermine le rapport 

ces € dr 

cos a eue 

et qui, ordonna par rapport à cette quantité, devient 

(^^) 2[('-»-î')'-/'î'l+-^[('-»-î')'— (•+/'')0 

— [{i-\-p')*—pqr]—o. 

■ 

{jes deux ra/eines de cette éipiation (^) a^ont évidemment Fie. 46« 

m' = tang P'PS, m" = tang P"PS ; 

ainsi elles feront connaître les projectiopç PP ' et PP' des 
deux tangentes MM' et MM" par lesquelles doivent passer 
les plans normaux qui contiennent les deux sections prin- 
cipales MA et MB \ mais pour distinguer celle qui répond 
au rayon minimum R' de celle qui répond au rayon 
maximum R", il n'y aura qu'à substituer tour à tour R' et 
R" à la place dep dans une des équations (19) et (20), puis 



». » g- 



(*) Ces racines sont aussi toujours réelles, comme nous le prouverons 
cl\ine manière géoér&le Au n® S96; mais ofn peat le recotinaUre 4éjà, en 
\iQif0i%p7^o et 9:770, comme dans la note préoédente; car réqita- 
tion (23) se réduit alors à la forme (24) , où la réalité des racfnes est évi - 
dente. 



3l6 CHAPITRE XVII. 

en déduire la valeur de 

cos 6 
cos a* 

381. Les plans des deux sections principales sont 
toujours perpendiculaires entre eux. En effet, Tangle de 
ces plans est évidemment mesuré par celui des tangentes. 

Fie. 46, IVJJVI' et MM"; et pour estimer ce dernier plus facilement , 
nouâ supposerons que les axes coordonnés ont été choisis 
de manière que le plan XY soit parallèle au plan tangent 
de la surface en M. Cette' hypothèse ne peut rien changer 
à la position relative des tangentes ou des éléments MM' 
et MM'' ] mais elle rendra ces éléments parallèles à leurs 
projections PP' et PP", et, par suite, il suffira de prouver 
queFangle P' PP" est droit dans cettç hypothèse. Or, Té- 
quation générale du pla^ tangent 

devant se réduire alors à la forme Z = js , on en conclut 
que pour cette position du plan tangent , on a ^ = o et 
<^ = o; valeurs qui introduites dans Téqualion (23), la 
réduisent à 

et la forme du dernier terme montre que les deux ra- 
cines satisfont à la condition 

/«'.w" =r — I, 

ce qui prouve que les deux directions PP' et PP^' sont 
bien rectangulaires, ainsi que les tangentes MM' et MM" 
dans Fespace. 

382. Pour apercevoir aisément les rapports que les 
deux retyons principaux ont avec les autres , imaginons 
que l'origine des trois axes coordonnés rectangulaires soit 
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placée au point M donné sur la surface , el que deux dé 

ces axes, MX et MY, soient situés dans le plan tangent; Fig. 41, 

alors on aura , comme ci-dessus , les conditions 

/? = o , q = Oy cos 6 =: sin a , 
ce qui réduira la formule générale (12) à 

(25) p = : : . » 

' rocs* a-h 2*cosasmà-+-rsm*a 

En outre, nous pouvons admettre que les deux axes MX 
et MY ont été choisis tangents aux deux sections prin- 
cipales MA et MB, puisqu^on vient de voir que ces 
courbes sont situées dans deux plans normaux rectangu- 
laires ; mais alors une des racines de Téquation (a4) devra 
être nulle, et Tautre infinie; ce qui entraine évidem- 
ment la condition 5 = 0, attendu que Ton a 

^— - r 

m' -f- m" = , el m' ,m" = — i : 

s 

donc , avec de tels a^es coordonnés, on aura pour le rayon 
de courbure MI d'une section normale MN qui fait un 
angle a avec MA, la valeur très-simple 



(26) 



^ rcos*a -h^sin'a' , 



- 383. Maintenant , pour déduire de là les deux rayons 
principaux qui appartiennent, d'après nos hypothèses, 
aux sections MA et MB , il suffit ici de poser tour à tour 
a = o, a = 90^; ce qui donne 

MG = R' = i, MH = R" = -. 
Or, en substituant ces valeurs dans la formule (26), 
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Texpression d'un rayon quelconque MI = p , devient 

relation très-remarquable, trouvée d'abord par i?«/er, et 
d'après laquelle on pourra toujours calculer aisément le 
rayon de courbure MI = p d'une section normale quel- 
conque MN, dès que l'on connaîtra l'angle « qu'elle 
forme avec une des deux sections principales MA et MB, 
ainsi que les rayons R' et R" de ces dernières. 

Tandis que si l'on employait des sections normales 
quelconques, il faudrait connaître trois rayons p', p", p* 
de pareilles courbes, et les angles a' el a" compris entre 
elles, pour calculer, d'après la formule (aS), le rayon p 
d'une section normale MN qui ferait l'angle a avec la 
première. En effet, si dans la formule (aS) où a est 
compté à partir d'un axe des x qui a une direction arbi- 
traire sur le plan tangent, on pose tour à tour 

a = o *el p = p', 

a = a' et p = p". 



a et p n: p , 

on aura trois équations de condition qui suffiront pour 
déterminer les constantes r, 5 , t\ après quoi , cette même 
formule (a5 ) fera connaître le rayon p de la section par- 
ticulière que l'on cherche. 

384. Remarquons ici que si Ton compare deux sectiims 
normales qui soient perpendiculaires Varie à V autre y^ 
leurs rayons de courbure p et p se déduiront de la for- 
mule (•27) en y posant successivement 

at. -=1 9.' et a =: a' -{- 90°, 
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€6 qui donne 

1.— l_cos»a'-^ ^, sin» a', 4 = ^ «n' a'-h ^ cos' a' j 

d'où l'on conclut 

I 1 I I 

p' ^ p" *"" R' ^ R"* 

Ainsi /a somme ries rayons de courbure reni^ersés de deux 
sections rectangulaires, ou bien la somme des courbures 
(n°352) de ces sections, est toujours constante autour 
d'un même point d'une surface. Mais on doit bien re- 
marquer qu'il s'agit ici d'une somme analytique; car les 
règles établies au n° 375 , sur les signes des rayons et sur 
le sens de la courbure des sections normales, doivent 
être observées dans toutes les conséquences que nous 
avons tirées de la formule" générale (12)', et c'est aussi 
d'après ces règles que nous allons maintenant discuter 
l'équation d'Euler. 

385. Liorsque les deux rayons principaux sgnt de même 
signe, comme dans ^Sifig. 41, où R' = MG et R"=MH, fig 41, 
la formule 

(27) P ~ R^ ^^*'* "*■ S^*^°' "* 

montre clairement que , quel que soit l'angle ot , chaque 
section normale MN aura aussi un rayon p = MI de 
même signe que R' et R"; et par conséquent (n** 375) 
toutes les sections normales autour du point M seront si- 
tuées , dans les environs de ce point , d'un même côté du 
plan tangent : la surface est dite alors conv^exe au point M. 
Dans la même hypothèse , le plus petit des deux rayons 
pHncipaux, en valeur absolue, est yiiiniiAvvi parmi lotis 
les rayons de courbure des diverses sections normales; 
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et le plus grand des deux rayons principaux est maximum 
entre tous les autres. En effet, puisqu'ici R', R" et p sont 
tous de même signe, Tëquation (27) subsistera toujours 
en ne prenant que les valeurs absolues de ces rayons, 
c'est-à-dire en rendant tous ses termes positifa^ et si alors 
on suppose R'<R"9 on pourra écrire cette équation sous 
Tune et l'autre des formes suivantes : 



I I 



^ = S^ + (f- F') "*'''"• 

Or, d'après l'hypothèse R'<R", il résulte évidemment 
de ces équations qu'on aura toujours, quel que soit 
l'angle a, 



d'où 






R'<p et R">p; 

ce qui prouve que R' est minimum^ et R" maximum entre 
toutes les valeurs de p. 

386. Lorsque les deux rayons principaux sont égaux 
et de même signe , la formule (27) montre que p = R', 
quel que soit l'angle a \ alors toutes les sections normales 
faites autour du point M ont une courbure égale , et 
chacune peut être regardée comme une * section princi- 
pale. En effet , si nous prenons le plan tangent pour le 
plan des (jr, y ) , comme au n° 381 , nous aurons ^ = o , 
^ = , et la formule générale (22) deviendra 



R = 



r->rt±)j{r-^ ty -^ ^s^ 



or, pour que ces deux valeurs soient égales, il faudra 
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poser à la fois 

r — ^ = o et f=o, 

conditions qui rendront identique Téquation (24)9 et 
laisseront alors entièrement arbitraires les directions des 
sections principales c[ue cette équation devait déterminer. 
Cette circonstance se présente évidemment dans une 
sphère pour tous ses points, et dans un ellipsoïde de ré- 
volution pour les deux points qui sont sur Taxe ; mais 
nous reviendrons (n** 397) d'une manière plus complète 
sur ce genre de points singuliers que l'on nomme des 
ombilics. 

387. Supposons maintenant que les rayons principaux 
soient de signes contraires^ par exemple , R' positif et R* 
négatif; les deux sections principales MA et MB auront 
la position indiquée ^g. 4^? ®t la surface ser^ non 
convexe au point M , puisqu'il y aura des sections situées 
au-dessus du plan tangent en ce point , et d'autres pla- 
cées au-dessous. Pour déterminer les limites des unes et 
des autres , mettons en évidence les signes des deux rayons 
R' et R" dans la formule (27), qui deviendra ainsi 

(28) _ =3: cos* a — — 7. sîn' a. 

On voit alors qu'en faisant augmenter l'angle a à partir 
de zéro , le rayon variable p commencera par être positif, 
et égal à R'*, puis, il ira toujours en croissant jusqu'à 
|0 = 00 , valeur qu'il atteindra quand l'angle a aura acquis 
une grandeur w propre à vérifier l'équation 



cos^ci> sin*« 



f-Vkff 

d»où tang«=:±:y— . 



Si donc on tire dans le plan tangent , deux droites MD Fie. 4^ 
iet ME qui fassent chacune avec MX un angle égal à w , 

2J[ 
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ces droites seront les traces de deux plans normaux 
limites, tels que toutes les sections^-eomprises dans les 
deux angles opposés D'ME et D'ME' auront des rayons de 
courbure positifs^ et par suite ( n° 375 ) ces sections se- 
ront toutes situées au-dessus du plan tangent. D^ailleurs, 
il est évident que R' sera le minimum de tous ces rayons 
positifs, 

388^ Si Ton fait ensuite augmenter a au delà de ct>, la 
formule (28) montre quep devient négatif, et va en dé- 
croissant numériquement depuis « = («), oùp = ±:oo, 
jusqu'à a = 90®, où p = — R'' : au delà le rayon p , tou- 
jours négatif, recommence à croître numériquement jus- 
qu'à a= 180** — ûi), où p = — 00 ; de sorte qu'en conti- 
nuant cette discussion, on verra que toutes les sections 
situées dans les deux angles opposés DME'et D'ME, ont 
des rayons de courbure négatifs , et par conséquent ces 
diverses sections sont toutes (n® 375) au-dessous du plan 
tangent. 

D'ailleurs , on voit que ïl" sera le minimum numérique 
des rayons de courbure de ce genre 5 ou bien , si l'on con- 
tinue à tenir compte de leurs signes, on peut dire que 
le rayon — R" est un maximum analytique , mais seule- 
ment par rapport aux rayons négatifs : au lieu que dans 
les surfaces convexes (n^ 385) les deux rayons princi- 
paux R' et R" étaient, l'un mùumum absolu, l'autre 
maximum absolu entre tous les rayons de courbure des 
diverses sections normales faites par le point en question. 

389. On trouve des exemples de ces courbures oppo- 
sées, sans sortir des surfaces du second ordre. En elTet, 
dans le paraboloïde hyperbolique et l'hyperboloïde à une 
nappe , nous savons que le plan tangent en un point quel- 
conque coupe la surface suivant deux droites ^ or ce sont 
ces lignes quî , tenant lieu des droites DD' et EE' (Jig- 4^), 
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partagent la surface en quatre régions opposées deux à 
deux , dans lesquelles les sections normales tournent suc- 
cessivement leur convexité en sens contraires. Pour fixer 
davantage les idées , il n'y a qu'à considérer spécialement 
Tun des quatre sommets de 'Phyperboloïde à une nappe », 
et faire tourner le plan de V ellipse de gorge autour dé 
l'axe qui coïncide avec la normale à ce sommet: alors on 
reconnaîtra sans peine que ce plan mobile donne d'abord 
des sections elliptiques convexes extérieurement,, puis 
des hyperboles concaves ; et que ces deux genres sont sé- 
parés par deux sections rectilignes , qui tiennent lieu de 
paraboles , parce que le plan sécant , arrivé à l'une ou à 
l'autre de ces limites, renferme deux droites parallèles de 
la surface. 

390. Observons que dans l'hyperboloïde gauche dont 
nous parlons ici , les sections normales limites sont pré- 
cisément ces deux génératrices rectilignes , et par consé- 
quent leurs rayons de courbure sont évidemment infinis , 
comme l'avait annoncé la formule (28) ^ mais , dans les 
surfaces d'un degré plus élevé , les plans normaux limites 
donneront des sections curs^ilignes , distinctes des droites 
Diy, EE', et tangentes à ces lignes , avec lesquelles elles 
auront même un contact du second ordre au moins, 
puisque les rayons de courbure sont toujours infinis à ces 
limites. C'est ce qui arrive dans le tore, où le plan tan* 
gent à la nappe intérieure coupe la surface suivant une 
ccHirbe fermée , dont les deux branches offrent un point 
multiple. Les tangentes à ces deux branches sont les traces 
des plans normaux limites , et ceux-ci couperont le tore 
suivant des courbes qui toucheront ces mêmes tangentes , 
avec uji contact du troisième ordre, puisque chacune 
sera tout entière d'un même coté de sa tangente, Voj^ez la 
Géométrie descriptive, ti^ 730. 

21. 
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391 . Dans les surfaces développables , dont Féquatioii 
générale trouvée n** 328 , est 

rt — f * = o , 

on voit que si on les rapporte aux mêmes axes que ci-^ 
dessus (n® 382), la condition s = o entraînera l'une de 
ces deux-ci , r = o ou ( = o ; de sorte que l'un des rayons 
principaux trouvés n^ 383 sera infini. Mais sans recourir 
k ces axes particuliers , la formule générale (22), dans la- 
quelle il faudra poser g'sso , après avoir fait passer le ra- 
dical au dénominateur^ donnera 

d'ailleurs la formule (12) devenant ici 

fi 



P = 



(v^ ces OL '\- sft ces ê } 



il en résulte que toutes les sections normales auront des 
rayons de même signe , quel que soit l'angle a , ou bien 
que la surface est encore com^exe dans tous ses points. 
Ces résultats s'accordent avec la nature des surfaces déve- 
loppables dans lesquelles nous savons (n^ 274) que le 
plan tangent ne coupe pas , mais touche la surface tout le 
long de la génératrice rectiligne ; et cette droite devient 
la sectioft principale dont le rayon de courbure R" est 
maximum et infini, tandis que le rayon niinimum R' 
appartient à la section faite perpendiculairement à la 
génératrice. Toutes ces conséquences sont faciles à vé- 
rifier quand on prend pour exemple un cylindre à base 
quelconque. 

392. Les formules (27) et (28) , qui lient entre eux 
les rayons de courbure des diverses sections normales, 
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présentent une analogie frappante aveo les relations qui 
existent entre les diamètres et les axes d'une ellipse ou 
d'une hyperbole. On sait, en effet, qu'en appelant a et h 
les demi-axes d'une ellipse, et a un demi-diamètre qui 
fait un angle a, ^vec le premier axe, on a, pour déter-: 
miner la longueur de ce diamètre, l'équation 



a 



V,=:~cm^ci-h^^^n^a, 



laquelle subsiste pour l'hyperbole], en changeant b^ 
en — i*. Si donc on construit une courbe du second degr^ 
dont les axes soient tels que 

fl' = R', b^ = R", on aura évidemment «'' = p ; 

de sorte que si les rayons principaux sont tous deux posi-r 
tifs , celte courbe sera une ellipse dans laqueUe les carrés 
des dii^ers diamètres représenteront, d'une manière gra- 
phique , les valeurs croissantes ou décroissantes des 
rayons de courbure des sections normales faites dans la 
surface. Si au contraire R' est positif et R" négatif, l'axe b 
sera imaginaire, et la courbe construite sur les demi- 
axes a et £, toujours déterminés comme cirdessus., de- 
viendra une hyperbole dans laquelle les demi-diamètres a\ 
tantôt réels, tantôt infinis, tantôt imaginaires, suivant 
la valeur de; a , représenteront^aussi , par leurs carrés , 
la grandeur et le signe des rayons de courbure des di- 
verses sections normales (*). 

39'9. La courbure d'une surface quelconque S, en 
chacun de ses points, peut toujours être assimilée à la 



(*) On pourrait aussi formernnecourbo du. second de^vé dans laquelle 
les rayons vecteurs , et non pas leurs carrés, représenteraient les rayons 
de courbure des diverses sections normales de ia surface. £n effet, si l'on 
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courbure d'un ellipsoïde , ou d'un hyperboloïde gauche , 
dans un de leurs sommets réels. Soient en effet MZ la 
Fie. 43. normale de S au point en question M^ MA et MB les 
deux sections principales situées dans les plans rectangu* 
laires ZX, ZY-, et R', R" leurs rayons <Je courbure, que 
nous supposerons d'abord tous deux positifs. Si dans les 
plans ZX , ZY, nous traçons deux ellipses qui aient un 
axe commun MO =35^, arbitraire en longueur, mais di- 
rigé suivant la normale , et qu'ensuite nous choisissions 
les deux autres axes O A' = a , OB ' = i , de manière que 
l'on ait 

C C 

il en résultera que les ellipses MA' et MB' auront en M 

• les mêmes rayons de courbure (*) que les sections MA 

et MB^ et par suite elles seront oscuîatrices de ce$ 



rfauyerse la fQrmuIe (27), et qu^on y remplace cos a et sia a par leurs va- 
leurs en fonction de cos a a ^ on trouvera aisément' 

^~(H''-hR')-t-(B.^'-R'')co82«' 
puis, si l^o^n pose - ( 

' R''.+.R'--2a, R"-R'r=2c, d'où R*R'==û« — c% 

\\ viendra ' 

, tf* — r» 
>-4-c.jq98 2q: 

équation polaire d'une section conique dont les domi^^ee 90fit ««et 

h=ya* — c*, et dont les rayons vecteurs, partis do. foy^, seront les 
longueurs des divers rayons de courbure; mais il faut bien observer que 
chacun de ces rayons vecteurs devra former avec Taxe 2a, un angle double 
de celui que comprennent les plans de p et de R'. 

(*) On sait qu^au sommet d'une courbe du second degré le rayon de 
eourbure est éçal au éemi-pairam^re , cVst^è*dtre au. carr^ du demi-axe 
parallèle à la tangente en. ce aomoiet, divisé pup le defliti-iaxe qui al>otttit 
à ce point. < • . , 
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courbes , c'est-à-dire qu'elles auront avec ces sections un 
contact du deuxième ordre. Or, ces deux dlipses déter- 
- minent complètement un ellipsoïde S' dont les demi-axes 
sont OA', OB', OM, et qui sera dit osculâtéàr de la sur^ 
face S, parce que lout plan normal ZMX' coupera ces 
deux surfaces suh^ant deux courbes MN et MN', qui 
seront osculatrices entre elles, ou Irien qui aur<Mit le 
même rayon de courbure. 

Pour démontrer cette proposition , il faut remarquer 
que la section MN' sera une ellipse ayant pour axes OM cr c 
et ON' = a\ et que , d'après la note précédente , le rayon 

de courbure au sommet M sera p' = — ; mais a est un 

' c 

demi-diamètre de l'ellipse A'N'B', lequel est lié à'rec les 

axes par la relation déjà citée 

I I . ï . 

-7- = -: ces» a -4* t: sm* a; 

et puisque Ton a, par tout ce qui précède,. 



I c 


I c 


I ■ r • 


î'^^fl'»' 


R' ~«^' 


j^y/- ^,1. 




. 


• ■ .. i' 



» îl ••(••I 



la relation ci-dessu» devient 

or , en la comparant avec la formule (27) cfuî donné le 
rayon de courbure de la section MN, savoir, 



I •• i j k 1 



ï ï , ï • , ' 

r = n"'''^* *"^ ^/Sïn'«» 

on en condut^e p = p\ c*esi-à-<lîre qtielessections MN 
et M'N', faîtes dans les suif aeès 8 et S^, étmt o^odlatrioes 
l'une de Pâ'utre , ^bur une mém?é valeur de l'angle a. Par 
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conséquent , la forme bien connue de Tellipsoïde S' aux en- 
virons de son sommet M , pourra servir à donner unje idée 
exaete de la courbure de la surface S autour de ce point; 
seulement il faudra se rappeler que quand le point M 
variera sur la surface S, Tellipsoïde osculateur changera 
lui-même , puisque ses axes dépendept des rayons princi- 
paux au point que Ton considère. 

394. Si maintenant on suppose le rayon principal R' 
positif, et R" négatif, les axes de la surface osculatrice S 
devant toujours être déterminas par les conditions 



.5 J,t 



c c 

en continuant de prfenijre MO==c positif^ on voit que a 
sera réel et b imaginaire : par conséquent l'ellipse MB' se 
changera en une hyperbole tangente à MY, mais située 
au-dessous de cette droite, et la surface osculatrice S' 
deviendra un hyperboloïde gauche, dont l'ellipse de 
gorge sera MA'. Dut reste , Tidentilé des rayons de court- 
bure p et p relatifs à deux sections MN et MN', faites 
par un même plan dans la, surface S et dans l'hyperbo- 
loïde S', se démontrera comme ci-dessus, puisqu'il suf- 
fira de changer partout les signes dé 'R'^ 'et de ô', et que la 
courbe A'N'B', qui deviendra une hyperbole dont l'axe 
réel sera OA' et l'axe imaginaire 0®', ofirira encore entre 
pe§j5i]ft^jS[ ejlijle 4î?inètre ON' =r ^\ réel ou imagii^aire , la 
relation , .. . ' ;•• >. 

II 1 . i 

Ainsi , cet hyperboloïde gauche sera osculateur de la 
êurfac^ S-/?o/>.GW^«Jçe>;.et;;;^qnàera pajç,,!^: çp,\y*^^ de 
son sQmmeO: une idjée e)i;a^^ de la. fprjx^qdç cjçlte surface 
dans les enyifqns 4if;ppiMt.M.. Jf pus n>vonSj pi^ effec^uç 
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ici ces €onstructioii6 ^ mais on les trouvera développées 
avec détail ^sais la Géométrie descriptive, n^ 698. 

395. Lorsque ia surface sera développable , un des deux 
rayons principaux , R" par exemple , sera infini (n^ 391) ; 
et alors Taxe b devenant aussi infini, Teilipse MB' se chan- 
gera en deux droites parallèles à MY , de sorte que la sur- 
face du deuxième degré osculatrice de S, deviendra un 
cjràndre ayant pour section droite Téllipse MA'. Toute- 
fois, cecylîndk*e, quoique tangent à S tout le long de la 
^ériéramoe rectiligne, ne sera oscillateur qu'au point M. 

396. Nous ferons observer aussi que» dans le n** 393 on 
aurait pu employer pour surfstce osculatrice, uto hyper- 
boloïde à deux nappes ou un paraboloïde elliptique, puis^ 
que ces surfaces sont com^exes comme rellipsœde 5 et dans 
le n° 394-, l'hyperboloïde gauche aurait pu. être rem- 
placé par un paraboloïde hyperbolique *, mais nous nous 
sommes bornés à employer, parmi ces cinq surfaces, les 
deux principales dont la forme est plus facile à se repré- 
senter. 

En général, deux surfaces quelconques S et S' sont 
osculatrices en un point M où la normi^e est commune , 
lorsque toutes les sections normales sont respectivement 
osculatrices. Or ^ pour cela, il suffit que les deux sections 
prîncipalési de S soiçnt dans le^ mêmes plans et aîettt le^ 

'•••1 ^* ••'^ 

mêmes raydhis de courbure ique les sections principales 
de S^:^ ou' bien, cpie trois sections normales quelcon-^ 
ques de S se trouvent osculatrices des se^tioas faîtes 
dans S' par les mè^mes plans normaux ; car il résulte évi- 
demment de la formule (27) et des calculs indiqués au 
n® 383 , qu'alors tout aùti*e plan normal coupera S et &' 
suivant deux courbes qui auront aussi le mèmerayoïk de 
courbure, et; qui 5^rc(nt.p^ conséquent 05CM/larnce5 l'une 
de l'autre r " ' 
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Cette définition des surfaces osculatrices équivaut , d'a- 
près la formule g^érale (12), à exiger comme conditions 
analytiques, que l'ordonnée z et les dérivées p^ q^ r, 5, f, 
aient des valeurs égales dans les équations des deujs: sur- 
faces, lorsqu'on y substitue les coordonnées a: et j^ du 
point considéré. ' 

397. Des ombilics. On nomme ainsi un point d'une 
surface pour lequel toutea Jies sections normales ont la 
même courbure , ce qui exige (n** 386) que pour un td 
point , les deux rayons principaux soient égaux en gran- 
deur et en signe» Il est donc nécessaire et suffisant que le 
radical de la formule (22) soit nul, c'est^àniiTe que l'on 
ait h* — igk^ =: o, ou bien 

(29) [(n-<^)r- .j^^5-h(n-;5»)f]* — 4(rf — j«)(ilf-;7«-HV') = OÎ 

. ï • • •• 

mais cette condition se partagera toujours en deux autres, 
comme il est arrivé [déjà dans le ç^s particulier du 
n^ 386. En effet, si l'on développe le carré indiqué, en 
ne laissant dans le premier membre que la quantité 

et que l'on" retranche' des deux, membres de la nouvelle 
équation, quatre fois le produit des deux termes de ce bi- 
i^Ome, if on pourra écrire la relation (29) sous la forme 

I 

pms, si Toii pose ' . » . 

(3i) ' (i ^'?)s-pqr^'% '■ , '' ^ 

cPoùFon' déduit y einéUminaflDt s\ js'-:j-. 
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alors l'équation {3o) deriendpa 

(34) [(i +/^) V - (i -h q')Vy -\- 4>yUV = o, 

qui , en développant le carré ^ peut être éfsrite aiusi 

(35) [(..-..y-(ii£;ti^)u]Vi^^;i^ 

Or, sous cette forme , on voit clairemeiit qu'on ne peut 
y satisfaire qu'en posant à la fois U =3 o et V = o , c'est- 
à-dire 

« ■ ■ . 

(36) (I -h p')s— pqr = o, 

(3?) (• -H,?'}^ - pqt - o; 

car on ne doit pas dierdier à véFifier.n'éi|itation^35):en 
rendant ne«/A?5 où infinies les quantités p et '47,. .puisque 
ces hypotltèses ne feraient qu'exprinner une inclinaôson 
particulière du plan tangent sur les plans coordonnés , 
sans avoir aucune influence sur la* courbure de la surface 
dans les points auxquels on serait conduit par ce moyen. 
398. Nous avons imité ici la marche de M, Poisson , 
parce qu'elle offre l'occasion de prouver généralement 
que les racines dçs équations (ai) et (a3|) sont tovLJO|;^$ 
réelles 5 car les radicaux que produit la résolution de ces 
équatîops, renfern^ent préqji^éij^ent les deux polynômes 
(P'9) (5t(3p),,éfiui valent^ entpç ewç, çt qui vienlient d'être 
r^i^ç^ 4. Ja forme (35^ .composé^ dç deu^x carrés. 

-M^î|J?Wr^Wy^r aujSj ççi^tio»^!^, ==?:}? .et V = 9, il 
suffisait, ;d'ex}i)iûaer dii'ecterjwnt quç , d^n^ un ojnbilic , 
tous les rcQ[p^s des caurburç dç^ s^Çtiqr^s^^n^nnales spr^t 
4g^U^.€mrçreùa;j cp.^i.d|içvi^la.cilefai.çaftani^^ la 
foraiuli^ géf^/Stlfi ' tronv ée, n° ^74 , ; , , j j ^ ^ 
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puisqu^il suffit d'écrire que le second membre est indé- 
pendant de la quantité m, qui varie s^sie quand le plan 
sécant normal tourne autour du point considéré sur la 
surface. Or, pour cela, il est nécessaire et suffisant que 
les coefficients de chaque puissance de m aient entre eux 
le même rapport, ce qui donne les dçux équations 

(38) L±^ = Pl=l±^, 

lesquelles coïncident évidemment avec les conditions (36) 

et (37). , / . 

399. Remarquons d'ailleurs que l'équation (aS) , qui 
détermine généralement la dirècticm dies sections princi- 
pales en un point donné, devieni: totalement identique 
quand la double condition (38) içst, vérifiée pour. ce point : 
résultat auquel on parvient aussi en observant que , d'a- 
près les relations (3i), (3 2) et (33), cette équation (23) 
peut s'écrire sous \a. forme suivante 9 qui nous sera , utile 
plus tard, 

(3q) V -h -f ^ 'i--L > ■.. . . y . -^ I _jl -^ u = o; 

r 

et çoinmé pour lin o'mliilîc , on a toujours U = o et V = o, 
il en faut conclure qu'alors là direction des sections de 
courbure rriaximùm et'de càttrllttre minimum demeure 
toùlçmeht m^tèfêrmirièè. *Ëil' èffi^,' autour d'Un Ifel |)OÎnl, 
toutes lés sections" nofniklës ayant la^ même courbure, 
chacune peut* être|çlîte iirùe sèciioH principale', ' 

4OO. De celte fUsciisfeîo^ il i^ésuUë' que j pour trouver 
si une surface donnée F (x^y^ ^') ri± ô admet des ^m- 
bificSy' î^ faut y après», avoir déduit de cette équation les 
expressions »de p^ ^, r, 5 , Jf en fonction de x';- X^ z ^' poser 
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les deux conditions 



(38) l±X^Pl = L±JL 

^ ' r s t 



2 
9 



puis, en les joignant à F (or, j^, z) == o , chercher si le 
système de ces troîs équations finies , admet des valeurs 
réelles pour les coordonnées or, y, s. On voit par là qu'il 
n'y aura, en général, qu'un nombre limité d^ombilics 
sur une surface donnée. 

401. Cependant, si les deux équations (38) se rédui- 
saient à une seule vi^aiment di^ncte, alors cette équation,» 
jointe à F (oc, J'y z) = o, déterminerait sur la surface 
donnée une courbe dont chaque point serait un ombilic, 
et qui est nommée la ligne des courbures sphériques, 
parce que dans chaciui de ces points, la surface offrirait 
une courbure uniforme, comme celle d'une sphère. 

402. Mais si, au lieu de donner l'équation F (x^y^ z) = o, 
on demandait quelle est la surface dont chaque point est 
un ombilic y c'est-à-dire pour chaque point de laquelle les 
deux rayons principaux sont égaux entre eux , sans rien 
préjuger sur leur variation d'un point à un autre de celte 
surface , il faudrait alors trouver une fonction inconnue 
z ==zf(x>^y) qui fût telle que ses dérivées du premier 
et du second ordre vérifiassent les relations (36) et (37). 
Or, en se rappelant la signification de ces dérivées (n° 368), 
on voit que les équations (36) et (37) peuvent être écrites 
sous la forme 

p dp i dq g dq l dp 

l-\-p^dx q dx* x-^-q^dy p dy 

alors elles peuvent s'intégrer (*) comme des équations 



{^) Cette marche, plus simple que celle de Monge, est tirée du Mé- 
moire de M. Poisson. 
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différentielles ordinaires , pourvu qu on remplace les con- 
stantes arbitraires par une fonction Y de y dans la pre- 
mière , et par une fonction X de a: dans la seconde , ce 
qui conduira à 

d'où Ton déduit 

Mais les quantités p et q doivent ^ pai* leur nature , sa» 

tisfaire à la condition -^ = -^ qui devient ici 

dy dx ^ 

i dX i dY . 



^dx l dr ^ 

or, quelles que soient les fonctions X et Y, cette égalité 
est de la forme <f (x) = ^ (y) , et elle ne peut subsister 
pour toutes les valeurs de x et de j^ qui sont des varia- 
bles indépendantes, qu'autant que chaque membre se 
réduira à une même constante aiii traire. Représentons- 

la donc par ^ , pour la commodité des calculs , et nous au- 
rons ainsi 

dH 2dx dY 2.dy 

d'où Ton déduit par l'intégration, et en appelant aeti 
deux nouvelles constantes arbitraires , 



\/i-+-x v^TTy 

De là nous pouvons tirer les valeurs de X et Y pour les 
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substituer dans celles de p et ^|qui deviendront 

a — X h — jr 

et enfin, ces dernières, substituées dans la relation 
dz = pdy + jcjdoQ^ rendront le second membre une 
différentielle exacte , de sorte qu'une nouvelle intégration 
donnera 

{x — af 4- [y — bf 4- (z — c)= = ^% 

ce qui représente une sphère dont le rayon et le centre 
sont arbitraires. 

U est démontré par-là que la sphère est la seule sur- 
face qui offre une courbure uniforme tout autour de 
chaque normale \ et que de cette propriété résulte aussi 
l'invariabilité de la courbure en passant d'un point à un 

autre de la surface. 

» 

403. Des lighes ns courbure. Monge a nommé ainsi 
la suite des points d'une surface pour lesqtiels les nor- 
males infiniment voisines se rencontrent consécutive- 
ment ^ et il existe sur toute surface deux séries de pa- 
reilles lignes, comme le calcul va le faire voir. Soit, en 
^îJffet, 

Féqualion d'une] surface'^ rapportée à des axes rectangu- 
laires quelconques , et M un point de cette ^surface dont 
les coordonnées sont a:, y, z-^ si nous menons en ce Fie. 46» 
point Lia normale MG, elle aura (n'' 270) pour équations 

(A) ^' — > -H p{^' — ^) = o, 

(B) « r' — r -+- î' («' — «) =^ o- 

La normale^menée en un^jpoint M' infiniment voisin du 
preiaier,^s'obtiendra en changeant, dans les équations 
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précédentes, x^y, z en x + dx, y "+" ^^ ^ "+" ^^5 
pai' conséquent cette seconde normale aura des équations 
de la forme 

(A) -f- d{K) = o, (B) 4- rf(B) = o ; 

et s'il s'agit, comme ici , de trouver le point de rencontre 
de ces deux normales , il faudra prendre simultanément 
les quatre équations précédentes, dont Tensemble se ré- 
duit évidemment à 

(A) = o, (B) i= o, d{k) = o , rf<B) = o. 

Développons donc les deux dernières , qui indiquent des 
différentielles relatives aux seules coordonnées x, y^ z, 
de la surface , et nous aurons 

(C) dx -h pdz = (z' — z)dpy 

(D) djr -\- qdz ^ [z' — z)dq'y 

ainsi les coordonnées x\ y\ z\ du point commun aux 
deux normales, seront fournies par la combinaison des 
quatre équations (A), (B), (C), (D). Or, puisque le 
nombre de ces équations surpasse celui des inconnues 
x\ y\ z\ il faut en conclure que les deux normales ne 
se couperont pas , quelque rapproché que soit le point M' 
du point M, à moins que ce point M' ne soit choisi de 
manière à vérifier réquation de condition que fournira 
le système (A), (B), (C), (D), par l'élimination des in- 
connues x\y\ z\ On obtient aisément cette condition, 
puisque (C) et (D) ne renferment que ^'^ et en éliminant 
entre elles le binôme z' — z. il viendra 

(E) (dx -h pdz) dq = {dy -f- qdz) dp , 

qui , en y substituant les relations connues (n° 368) 
dz = pdx 4- qdy^ dp = rdx -h sdy^ dq = sdx -h tdy, 
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pourra être ordonnée ainsi i 

404». Cette équation (E) ou (E') est dite V équation dif- 
férentielle des lignes de courbure j parce que les quan- 
tités je?, ^, r, 5, f , étant des fonctions connues des coor- 
données x^jr^.z^àn point donné M (fig^ 46)9 elle éta- 
blit une dépendance entre les accroissements //jc = PS , 
dy = P'S, qui servent à fixer le point M' 5 et puisqu'elle 
assigne , non la grandeur absolue de ces accroissements , 
mais la valeur du rapport 

g=taDgP'PS, 

on peut dii'e qu'elle fait connaître, en projection sur le 
plan des (x, j^), suivant quelle direction PP' il faut pas- 
ser du point M de la «surface à un point infiniment voi- 
sin M', pour que les deux normales se rencontrent. 
D'ailleurs, cette équation (E') étant du second degré, il 
Tiy a donc en général que deux directions MM' et MM'', 
pour lesquelles la rencontre des normales voisines ait 
Heu effectivement. 

Cela posé, en partant du point M' i^fig* 5a), il y aura Fie. 5i. 
de même deux points voisins N ' et Q dont les normales 
rencontreront celle de M'^ si donc on conserve seule- 
ment celui des deux, N', qui est dans le même sens que M 
et M', et qu'ensuite on cherche encore, dans le même 
sens , le point voisin dont la normale coupera celle de N', 
on obtiendra, en continuant' ainsi, une première ligne 
de courbure MM'N'D' de la surface. La seconde ligne 
de courbure relative au même point M , s'obtiendra d'une 

22 
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manière semblable, et sera MM"N"D"5 puis, comme ces 
constructions peuvent se répéter pour chaque point 
G , H , . . . , on formera ainsi deux séries de lignes de 
courbure qui partageront la surface en quadrilatères cur- 
vilignes et infiniment petits, dont les côtés se couperont 
toujours à angles droits dans V espace. 

405. Cette perpendicularité entre les lignes de cour- 
bure pourrait se démontrer en rendant, comme au n® 381 , 
le plan des {x^y) parallèle au plan tangent de la surface 

FiG. 46. pour le point M (Jîg» 46) : mais il vaut encore mieux ob- 
server que l'équation (E') est entièrement identique avec 
Téquation (23) qui détermine la direction des deux sec- 
tions principales MA et MB 5 car il résulte de là , i® qu'en 
chaque point M d'une surface , les lignes de courbure 
MM'iy et MM"D" sont tangentes aux sections princi- 
pales MA et MB; 2° que ces dernières ayant leurs tan- 
gentes ou leurs éléments MM' et MM" perpendiculaires 
l'un sur l'autre (n° 38i), il arrive aussi que les lignes de 
courbure MD' et MO' se coupent à^angles droits. Cepen- 
dant , il ne faut pas croire que ces lignes coïncideront 
généralement , dans toute leur étendue , avec les courbes 
planes MA et MB 5 parce qu'une fois arrivée au point M' 
de la surface , M'A ne sera plus ordinairement une sec- 
tion principale pour ce point 5 de sorte que les lignes de 
courbure MM'D' etMM"D^ feront en général des courbes 
gauches. 

406. Avant d'aller plus loin, éclaircissons cette théorie 
par quelques exemples. Dans une surface de révolution, 

F16. 47. le méridien MA est évidemment une première ligne de 
courbure^ puisque les normales MG , M'G, ... de la sur- 
face en M, M', . . . sont tdutes situées (n°301) dans le 
plan de ce méridien , et par conséquent ne peuvent man- 
quer de se rencontrer. D'ailleurs , cette courbe méridienne 
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MM' D'À est aussi u,ie section principale de ]ai surf Rce^ 
puisque le plan d'une telle section doit , comme nous ve- 
nons de le voir, passer par la tangente MM' de la ligne de 
courbure et par la' normale MG \ donc ici la première 
ligne de courbure coïncide avec une section principale , et 
il en sera de même toutes les fois quune ligne de cour* 
bure sera plane, et que son plan renfermera la normale 
de la surface. 

Quant à la seconde ligne de courbure, c'est évidem- 
ment le pctrallèle MM"D", car on sait que toutes les nor- 
males en M, M" y . . . aboutissent au même point H de 
Taxe*, maiç cette ligne de courbure, quoique plane, ne 
coïncide pas avec la seconde section principale MM." ^ ^ 
puisque celle^i doit être dans un plan mené suivant la 
normale MH , perpendiculairement au méridien MA, qui 
est la première section principale : seulement,, les lignes 
MM^Bet MM"D" ont une tangente commune. 

407. Dans les cylindres à bases quelconques, la géné- 
ratrice rectiligne et la section droite sont évidenmient les 
deux lignes de courbure-, et ce sont en même temps les 
deux sections principales , par la raison donnée cî-dessus 
pour le méridien. Dans d'autres surfaces, au contraire, 
chaque ligne de courbure est distincte des deux sections 
principales , comme tlans l'ellipsoïde quelconque dont leâ 
lignes de courbure se prêtent à des constructions élé- 
gantes, que nous ferons connaître bientôt (n° 426). Pour 
les surfaces développables et les surfaces gauches, on 
pourra consulter la Géométrie descriptwe, n^710. 

408. Calculons maintenant les portions MG et MH de Fig. 4^^. 
la normale , comprises entre le point M et ceux où elle est 
coupée par les deux normales voisines qui la rencontrent. 

En appelant R une quelconque de ces deux distances , MG 

22. 



3'4l> CHAPITRE XVII. 

par exemple , .on aura 

R' = (a/ — xf + (/ — xY -4- (z' — zf-, 

et les coordonnées a:', j'^ z\ du point de section G seront 
données par les quatre équations (A), (B), (C), (D), dont 
les deux dernières se réduisent à une seule, en vertu de la 
condition (E) que nous supposons vérifiée par le point M'. 
Si donc , d'abord , on tire de (A) et (B) les valeurs de 
x' — x^y — /, il viendra 

puis, on devrait substituer ici la valeur de {z' — -g), dé- 
duite de (C) ou de (D) ; mais pour que celte valeur con- 
vienne à la fois aux deux lignes de courbure , et par con- 
séquent aux deux points G et H, il faut auparavant 

éliminer entre les équations (C) et (D), la quantité -^ 

qui n'est pas la même pour ces deux lignes. Or, si Ton sub- 
stitue les expressions déjà citées 

dzzzzpdx-hjqdjr^ dp=rdjc-^sdf, dq=zsdx-^tdy^ 

dans les équations (C) et (D), celles-ci pourront être or- 
données de la manière suivante : 

(GO [i -4- />'-(«' — z)r]^ = [(z' — z)5—/?^]flrr, 
(ly) [l ^ q^ -^ {z' --•z)t]dx = [{z' —z)s -- pq]dXy 

alors, pour éliminer dx et Jy^ il suffit de les multiplier 
membre à membre , et il vient 

(F) {z'^zy{rt--s^) — {z'—z)[{i-\-q^)r^7,pqs-^[i-^p-')t^ 

-l-[i4-/?'-h^'] =0. 

C'est donc de là qu'il faudrait tirer la valeur de^' — z^ 
pour la substituer dans l'expression de R; du bien , si de 
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cette dernière on déduit la valeur de z — z^ etqu^onla 
porte dans (F), on trouvera pour déterminer les deux va-* 
leurs de R, Téquation du second degré , 

(G) R2(r^— ^') — R[(i-H5p2)r— 2^^f-h(H-/3»>]v/i-h/?*+^? 

-l-[i-f-/?'4-^']' = o. 

409. Les racines de cette équation , ou les portions MG 
et MH de la normale , sont ce que Monge a nommé les 
deux rayons de courbure de la surface au point M ; et 
nous expliquerons tout à l'heure (p? 411) le motif de cette 
dénomination. Mais auparavant, remarquons que Té- 
quation (G) est entièrement identique avec réquation(ai) 
trouvée au n^ 379 5 d'où il résulte qu'en chaque point , 
les deux rayons de courbure de la surface coïncident , en 
grandeur et en position , avec les deux rayons de cour^ 
bure des sections principales, 

410. Cette identité permet quelquefois de trouver grà-r 
phiquement , et sans aucun calcul , les rayons de courbure 
des deux sections principales pour un point donné sur 
une surface. Par exemple, dans une surface de révolu- 
tion , il suit de ce que nous avons vu au n^ 406 , que les 
rayons de courbure des deux sections principales MA et Fie. 47^ 
MB, sont toujours, i*^ le rayon de courbure MG du mé- 
ridien •, 2** la portion MH de la normale comprise entre 

le point donné M et Taxe de révolution. Ces relations sont 
nécessaires^ à connaître dans certaines questions de Géo- 
métrie descriptive , qui exigent l'emploi d'une surface du 
second degré , osculatrice d'une surface de révolution. 

411. Revenons aux surfaces quelconques ; et, parlés 
deux normales consécutives MG, M'G, faisons passer un Fie. 46. 
plan : il contiendra la section principale MA, puisque 
celle-ci doit toucher la ligne de courbure MM'D'; et comme 

les deux normales en question sont sensiblement égales. 
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(n*' 351), la sphère qui sera décrite avec MG pour rayon , 
touchera la surface proposée en deux points consécutifs 
M et M' le long de MA* Il en sera de même de la sphère 
décrite avec MH = M"H pour rayon , laquelle touchera la 
surface aux deux points M et M" sur la section princi- 
pale MB ; tandis que si , avec le rayoude cotjLrbure MI = Kl 
ifiS' 4^) d'une section normale quelconque MN, on dé- 
crivait une sphère , celle-ci n'aurait qu'un plan tangent 
de commun en M avec la surface. En effet, le second 
rayon Kl, qui est bien une normale commune à cette sec- 
tion et à la sphère correspondante , ne saurait être nor- 
mal à hf, surface primitwe j puisqu'il va couper la droite 
MG, et qu'une telle, rencontre ne peut avoir lieu (n*'404) 
qu'aux seuls points M' et M''. C'est pour cela que Monge 
a nommé les rayons principaux rayons de courbure de la 
surface j en les regardant comme les rayons des deux 
sphères qui seules peuvent toucher la surface en deux 
points consécutifs. 

Toutefois , il ne faut pas dire que les deux sphères dé- 
crites avec les rayons MG et MH, sont osculatrices de la 
surface proposée ; parce que le contact du second ordre 
que chacune d'elles présente avec cette surface, n'a lieu 
que suivant la direction MM' ou MM'', et non pas tout au- 
tour du point M, coiouie l'exigerait la définition des sur- 
faces osculatrices , donnée au n^ 396. 

412. Il faut aussi se garder de croire que MG (fig» 46) 
soit le rayon de courbure de la ligne MD', c'est-à-dire le 
rayon du cercle qui aurait avec cette ligne deux éléments 
communs. En effet , il est vrai que les deux droites MG 
et M 'G, étant normales à la surface , sont aussi telles par 
rapport à la courbe MD' ; mais pour que leur rencontre 
donnât le centre du cercle osculateur de MD', il faudrait 
(n^ 351 ) que ces normales fussent situées toutes deux 



DE LA COURBURB DES SURFACES. 343 

dan» le plan osculateur de celte courbe , ce qui n'arrivera 
que dans le cas particulier où MD' coïncidera avec MA , 
ou du moins lorsque MD' et MA auront un contact du se- 
cond ordre. 

Par exemple , dans une surface de révolution {fig* 47) ^ 
la première ligne de courbure étant confondue avec le 
méridien MA , contiendra dans son plan les deux nor-^ 
maies MG et M'G qui fourniront bien , par leur ren- 
contre, le centre de courbure G de cette ligne MD'; 
tandis que la seconde ligne de courbure MD", quoique 
- plane , n'aura pas pour rayon de courbure la nor- 
male MH ; mais ce sera évidemment le rayon même de 
ce parallèle circulaire MD". 

413. Si par tous les points de la ligne de courbure 
MM'N'D' on mène les dfverses normales à la surface, ces Fie. 5x 
droites, qui se rencontreront consécutivement, forme- 
ront une surface développable dont l'arête de rebrousse- 
ment sera la suite des centres de la première courbure, 
relatifs à la ligne MM'D'. En opérant ainsi pour chaque 
ligne M"GHé.., N"KJj... de la même courbure, on 
obtiendra une série de surfaces développables dont les 
arêtes de rebrotissement formeront , par leur ensemble , 
une surface, lieu de tous les centres de la première couT" 
bure y et à laquelle toutes les normales seront tangentes ; 
mais cette surface aura une seconde nappe, lieu des 
centres de la seconde courbure j qui résultera dès arêtes 
de rebroussement produites par les normales menées le 
long des lignes de la seconde courbure MM'^N''..., 
^ M'GK. . ., N'HL. . ., et cette seconde nappe sera aussi 
touchée par les mêmes normales que la première. Pour 
obtenir l'équation de ces deux nappes , qui sont le lieu 
de tous les points de section dont les coordonnées ont 
été désignées par x', y\ z\ dans les équations (A), (B),, 
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(F), il suffira évidemment d'éliminer Xy y^ z , entre ees 
trois équations et celle de la surface proposée. 

Les deux nappes des centres de courbure sont, par 
rapport à la surface proposée , ce que les développées des 
lignes .courbes sont par rapport à celles-ci 5 et ces nappes 
offrent encore diverses propriétés remarquables , sur les-, 
quelles on pourra consulter le livre YIII de notre Traité 
de Géométrie descriptwe. Nous ajouterons seulement ici 
que quand ces deux nappes se couperont , leur intersec- 
tion sera évidemment le lieu des centres relatifs à la 
ligne des courbures sphérigues, dont nous avons parlé au 
nMOl. 

414. Lorsque le point M considéré sur une surface, 
quelconque, sera un ombilic (n° 397), Téquation (E') 
des lignes *de courbure relatives 'à ce point, • prendra la 
forme 0=0, comme il est déjà arrivé (n° 399) pour 
Téquation (23 ) avec laquelle (E') coïncide toujours 5 ce 
qui annonce que d'un ombilic , il part une infinité de 
lignes de courbure j eS la direction du premier élément 
de chacune d'elles reste arbitraire. En effet, ces lignes 
doivent toujours (u? 405) être tangentes aux sections 
principales relatives au point considéré; et dans un 
ombilic, toutes les sections normales sont principales 
(n*> 399). 

415. Cependant les opinions des géomètres se sont 
trouvées partagées ^r cette matière. Monge y a laissé 
quelque obscurité, parce qu'il définit les ombilics, en 
plusieurs endroits, par des conditions diverses qui ne 
sont pas toujours une suite nécessaire les unes des au- 
tres : tantôt il les regarde comme des points où la cour- 
bure de la surface est égale dans toutes les directions , ce 
qui est le caractère véritable et général ; tantôt comme 
des points où les deux lignes de courbure viennent à coïn- 
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cider, circonstance qui arrive aux ombilics que nous ren- 
contrerons sur Tellipsoïde (n^ 430), mais qui n'est plus 
vraie pour les points de la ligne des courbures sphérî* 
ques (n^ 401), ni pour d'autres ombilics isolés, tels que 
les sommets d'une surface de révolution. 

M. Dupin (*), en partant de la première définition, 
est conduit à n'admettre qu'un nombre limité de lignes 
de courbure , pour chaque ombilic isolé ou faisant partie 
de la ligne des courbures sphériques. Néanmoins, dès 
que tous les rayons de courbure des sections normales 
sont égaux pour un mçme point d'une surface, celle-ci 
est osculée par une sphère qui a les mêmes normales que 
la surface primitive , tout autour de l'ombilic et à une 
distance infiniment petite •, d'où il suit que dans toutes les 
directions autour de l'ombilic , une normale infiniment 
voisine ira couper celle de ce point , au centre même de 
la sphère osculatrice 5 et par conséquent il existe ici une 
infinité de lignes de courbure, d'après la définition uni- 
versellement admise (n** 403). 

Pour concilier ces résultats , M. Poisson (** ) regarde un 
ombilic comme admettant une infinité de lignes de cour- 
bure, parce que dans toutes les directions autour de ce 
point , une normale infiniment voisine va rencontrer la 
première , du moins tant qu'on ne tient compte que des 
différentielles du premier ordre 5 mais si l'on pousse 
l'approximation plus loin , il y aura quelques-unes de ces 
directions pour lesquelles le rapprochement des normales 
sera plus intime que pour les autres , et ce sont ces di- 
rections particulières qui méritent alors plus spéciale-- 
men^le nom de lignes de courbure ^ et qui se trouvent 



(*) Voyez les Développements de Géométrie, 3® mémoire. 
(**) Voyez le Journal de V École Po'j^technitjue , ai® cahier. 
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en nombre fini. En nous rangeant à cette dernière opi- 
nion, nous allons chercber à Tappuyer par les calculs 
suivants. 

416. La normale de la surface au point M (x^y^ z) a 
des équations qui peuvent s'écrire 

(A) 3Û — x' -h p (z — z') =: O, 

(B) ^ — ^' 4- ç(z_ z') = o; 

celles de la normale au point projeté en j: + dx^ J^-h^y-^ 
seront de la foirme 

A -H <3?A + I (/»A = o, 
A H- rfB -h yfi^'B =0, 

en tenant compte des infiniment petits du seêond ordre. 
Mais, pour le point commun à ces deux droites, le sys-. 
tème de ces quatre équations revient à combiner (A) 
et (B) avec les suivantes 

(A'') dX'{-pdz-^\pd^z-\-dpdz -|- {z — z'){dp ^^d'^p) = 0, 
(B'') dX'^qdz-\-\qdH-\-dqdz-\'{z — z'){dq-\'\d^q) = 0', 

et la condition pour que ces deux normales se rencon- 
trent, s'obtiendra (n^403) en éliminantes' entre (A") 
et (B''), ce qui donne généralement 

{c) {dx -h pdz -4- \pdH 4- dpdz) {dq -f- t^'ç)" 

=r [dy -f- qdz -f- \ qd'^z -f- dqdz) {dp + \ d^p). 

Cela posé, si le point considéré M est quelconque, ifc 
faudra réduire l'équation (e) aux seuls termes de Tordra 
le moins élevé , ce qui conduit à 

(E) [dx + pdz)dq = [dy -}- qdz) dp y 

équation trouvée au n® 403 pour les lignes dQ« courbure 
ordinaires; mais si cepoiut M est u» ombilic, on 9ait 



■' »w ^ 



DE LA GOUEBU&E DES SURFACES. 347 

(n^* 414 et 399) qu'alors Téquation (E) sera identique- 
ment vérifiée; de sorte que les infiniment petits du se- 
cond ordre disparaissant d'eux-mêmes dans Téquation 
générale (e) , il faudra y garder tous les termes du troi- 
sième ordre , et négliger ceux du quatrième , ce qui 
donnera 

(E") {dx -h pdz)d^q -h {pd^z -4- dpdz)dq 

= (flÇy -f- qdz)d^p -h [qd^z -f- dqdz)dp. 

C'est donc cette dernière équation qui , dans le cas d'un 
ombilic, déterminera la direction à suivre pour trouver 
une normale qui coupe celle du premier point; et 
comme en substituant ici les valeurs connues 

dz = pdx H- qdy » dp = nlx 4- sdy , , 

dy . ., 

l'équation (E") contiendra le rapport -^ à la troisième 

puissance, il s'ensuit que, par un ombilic j il passe ordi- 
nairement UNE ou TROIS lignes de courbure; ou, plus gé- 
néralement, un nombre déterminé^ parce que si l'équa- 
tion (E*') se trouvait encore identique d'elle-même, il 
faudrait, en remontant aux équations (A") et (|B"), tenir 
compte des différentielles troisièmes, ce qui conduirait à 

. . y dy 
une équation de condition où — entrerait à la quatrième 

puissance, et ainsi de suite. Mais ces lignes de courbure 
en nombre fini, seront du genre de celles où le rappro- 
chement des normales s'élève au delà du premier ordre , 
puisque dans les équations (A") et (B") nous avons tenu 
compte des différentielles supérieures, et que, sans cela, 
la rencontre des normales aurait eu lieu dans toutes les 
directions, attendu que l'équation (E) se trouvait vérifiée 

d'elle-même , quelle que fù^ la valeur àe ---. 
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Ajoutons enfin que même le^ lignes de courbure de 
ce genre sont quelquefois encore en nombre infini^ comme 
il arrive au sommet d'une surface de révolution; et nous 
verrons dans le numéro suivant la raison analytique dé 
cette circonstance particidière. 

417. Il importe d'observer que l'équation (E") , où nous 
avons laissé à dessein le terme dpdqdz commun aux deux 
membres , est précisément la différentielle de l'équati on (E), 
prise en regardant comme seules constantes les accroisse-. 
ments dx et dy des variables indépendantes. C'est pour- 
quoi nous n'avons pas pris la peine de développer et d'or- 

donner l'équation (E'')par rapport à -j- , attenduque, dans. 

la pratique, et quand on trouvera que l'équatîon (E), ou 
plutôt l'équation (E') du n** 403, devient identique pour 
un point particulier , il suffira de différentier cette der- 
nière équation par rapport à p^ q^ r, 5, /, et l'on obtien-, 
dra l'équivalent de (E''). De même, ai cette dernière de- 
venait identique, il suffirait d'en prendre encore la 
différentielle, et ainsi de suite. Mais quand toutes ces, 
différentielles seront constamment nulles pour le point 
que l'on considère , on tombera dans le dernier cas indi- 
qué au numéro précédent (*). Nous éclaircirons ceci par 
l'exemple de l'ellipsoïde, n*^ 430. 

Détermination des lignes de courbure sur une surface particulière. 

418. Pour obtenir, en quantitésjinies , les équations des 
lignes de courbure sur une surface donnée F(x, y, z) = o, 
on commence par déduire de cette équation les valeurs de 



{*) M. Dupin était arrivé à établir ces règles, m^\^ par des considé- 
rations qui me paraissent laisser quelque chose à désirer sous le rap- 
port de la rigueur, {Voyez page 164 des Dé\feloppemcnts de Géométrie) 
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Zy p^ (fy r, 5, r, en fonction de x et dej^ ^ et en les sub- 
stituant dans Féquation générale (E') trouvée n^ 403 , on a 
l'équation différentielle de la projection des lignes de cour- 
bure sur le plan des (x^j). Ensuite, il reste à intégrer ce 
résultat, et à déterminer la constante arbitraire qu'a- 
mène l'intégration , de manière que la courbe passe par 
le point donné sur la surface : mais comme , d'après la 
forme de l'équation différentielle (E'), cette constante ar- 
bitraire entrera au second degré dans l'intégrale, elle ad- 
mettra pour chaque point de la surface deux valeurs géné- 
ralement distinctes , qui correspondront aux deux lignes 
de courbure relatives au point donné. 

419. Appliquons cette marche à relHpsoïde représenté 
par l'équation 

en la différentiant successivement par rapport k x et kj, 
et jusqu'au deuxième ordre , on trouvera 

valeurs qui substituées , ainsi que celle de z*, dans l'équa- 
lion (E') du n** 403 , la ramèneront à 

(^a — . c») xy dy" Ua} — c^)x» {¥ — c^»)/» "1 dy 

h^ia"^ h") ' dx^ "^ \a\a^ — b^) ~" b\a^ — b'') "~ ' J ^ 

. [a' — c')xy _ 
a^{a^^b')'~ ' 
et si, pour abréger, on pose 

___ «»(«* — 6') b^{à' — b^) 

— «' — c» ' "~ b'^ — c^ ' 
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nit (5) pour j et dj^ ou trouve la condition 

•y — ABê 

(6) A7-hB|-f.AB=o, ou7 = -^g-^. 

Telle est donc la dépendance qui doit exister entre les 
constantes 6 et y, pour que l'équation (5) soit l'intégrale 
de (2)-, et par suite, une seule de ces constantes , 6 par 
exemple , demeure arbitraire, du moins tant qu'il ne s'agit 
que de satisfaire analytiquement à l'équation différen- 
tielle (2). 

422. Mais, pour compléter la solution du problème de 
Géométrie qui nous occupe , il faut assigner le point de la 
surface pour lequel on cherche les lignes de courbure, et 
par conséquent exprimer que l'équation (5) est satisfaite 
par les coordonnées a:', j^' de ce point. Or, il va résulter 
de là une équation propre à déterminer 6, et qui fournira 
pour cette constante deux valeurs toujours de signes con- 
traires : circonstance importante à vérifier, parce qu'elle 
annoncera que les deux lignes de courbure, relatives à un 
même point de l'ellipsoïde , sont toujours projetées sui- 
vant des courbes de genres opposés^ sur le plan qui con- 
tient l'axe maximum et l'axe moyen. 

Substituons , en effet , dans l'équation (5) les coordon- 
nées assignées x\ y\ ainsi que la valeur de y fournie par 
la relation (6), et il viendra 

•, . , AB6 

•^ A€-hB* 

d'où , en résolvant cette équation du second degré , 

, x^ Ar ^— B:p'»4-AB±: v^(Ay — B^=^-4- AB)'-4-4ABjr' V' 

Or , puisque ici le terme 4AB;r'*j^'* est essentiellement 
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positif, la partie irrationnelle surpassera en grandeur 
absolue la partie rationnelle , et les deux valeiu^ de 6 se- 
ront toujours de signes contraires. 

4S3. Quant à la constante y, elle sera constamment de 
signe opposé à 6. En effet, la valeur (6) montre d'abord 
que quand S est positif, y se trouve négatif; ensuite , la 
.valeur négative de 6, fournie par (7) et substituée dans (6), 
rendra toujours le dénominateur AS + B > o, car cette 
condition revient à celle-ci 



ou bien 

Ay^ -h Rc'^ -H AB> X/iAf -h Br" -f. AB)' — 4AB V% 

laquelle sera toujours satisfaite d'elle-même. Ainsi, 
lorsqpe 6 sera négatif, y se trouvera positif, et récipro- 
quement. 

424. Nous conclurons de là que , pour chaque point M 
de Tellipsoïde , les projections des lignes de courbure sont 
représentées par deux équations de la forme 

7» = — 6' jp« 4- y', 

/^ = H- 6'V — 7", . 

et qu'ainsi la première de ces lignes se projette suivant ^'®' ^^• 
une ellipse MM'D', la deuxième suivant une hyperbole 
MM"D", qui sont concentriques avec l'ellipse principale 
AB, et dont les axes coïncident en direction avec ceux de 
cette courbe. On calculerait ces axes, pour chaque point 
de l'ellipsoïde, par les formules (7) et (6) ; mais au lieu de 
nous arrêter à ces détails, étudions les rapports intéressants 
qui lient entre elles les diverses lignes de courbure d'une 
même série. 

425. Puisque les constantes 6 et y sont toujours de 

23 
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signes exposés, et que la dernière, y, acquiert en chaque 
point de rellipsoïde une valeur positive pour la première 
série de lignes de courbure , et une valeur négative pour 
la deuxième série , nous pourrons donc , en introduisant 
deux nouvelles constantes plus commodes, poser 

(8) |=-'"'> 7 = ±«S 

/e 5igfne5i/^én:e2ir ayant toujours lieu, pour les lignes de 
courbure elliptiques en projection; puis, en substituant 
dans Féquation générale (5), les valeurs de ë et de y en 
fonction de m et de n, il viendra pour Féquation des deux 
séries de lignes de courbure , 

OÙ Ton reconnaît que m et n sont les deux demi<axps de 
chaque courbe. 

Mais si Ton substitue aussi les expressions de S et de y 
dans la condition (6), on obtiendra , entre m et n , la re- 
lation fort remarquable 

OÙ le signe supérieur se rapporte encore aux lignes de 
courbure elliptiques ; ce qui prouve que les deux quanti- 
tés m et n , constantes pour une même ligne de courbure, 
dont elles sont les demi-axes, et variables d'une ligne à 
l'autre de la même série , ont toujours pour grandeurs 
simultanées, les deux coordonnées d'un point pris arbi- 
trairement, sur une hyperbole ou sur une ellipse auxiliai- 
res, dont les demi-axes communs et invariables sont y A 

suivant OX, et V^B suivant OY : ce dernier est Taxe ima- 
ginaire de l'hyperbole. 
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426. De là résulte la construction suivante. On por- Fu.. 52 
tera sur les axes de Tellipse principale ABA'B', deux dis- 
tances Occ et OS déterminées par les équations 



r- A' -- ^' 



06 



Ces distances se construiront aisément au moyen des ex- 
centricités des trois ellipses principales , et la première 
Oa se trouvera toujours plus petite que a , puisqu'on a 
admis les relations a >> £ ^ c. Ensuite , sur les deux 
droites Oa et OS, prises comme demi-axes, on construira, 
1^ une hyperbole auxiliaire aP'Q' dont les sommets réels 
soient sur OX ^ 2® une ellipse auxiliaire aP'S. Cela posé, 
en abaissant d'un point quelconque P' de cette hyperbole 
les coordonnées F' F/ et P'D'', puis en construisant sur 
leurs égales OD' et OE^ comme demi-axes, une ellipse 
E'MD', ce sera la projection d'une des lignes de courbure 
de la première série \ les autres s'obtiendroi9(t semblable- 
ment par les deux coordonnées de chaque point de Thy- 
perbole auxiliaire. 

Quant aux lignes de courbure hyperboliques, on abais- 
sera les coordonnées V'E" et P'D'' d'un point quelconque 
de Tellipse auxiliaire , et sur leurs égales OD" et OE", 
comme demi-axes, on construira une hyperbole D"M, 
dont les sommets réels soient sur OX*, cette hyperbole 
D"M, et toutes celles qu'on obtiendra semblablçmént 
avec les deux coordonnées de chaque point de l'ellipse 
auxiliaire , seront les projections des lignes de courbure 
de la seconde série. 

427. Examinons maintenant les variations qu'éprou- 
vent les lignes de courbure de la première série , lorsque 

23. 
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le sommet E' s'avance de O vers B, Quand il est en > 
l'ordonnée de Thyperbole auxiliaire ocVC^ est nulle : 
ainsi Fellipse de courbure lyME' a alors son petit axe 
nul, et son demi-grand axe égal à Oa, c'est-à-dire que 
cette ellipse se réduit à la droite a'Oa ; et par conséquent 
la section principale de Tellipsoïde , qui contient les axes a 
et c , est elle-même ime ligne de courbure de la surface , 
ce qu'on pouvait prévoir, puisque les diverses normales 
de la surface , menées le long de cette section , sont évi- 
demment toutes dans son plan. A mesure que le point E' 
s'éloigne de O, les deux axes de Tellipse de courbure 
augmentent, jusqu'à ce qu'elle coïncide avec la section 
principale A6 ; car si dans l'équation (lo) on pose m = a , 
on trouvera n=i. U est donc inutile d'employer des 
points de l'hyperbole auxiliaire situés au delà de Q\ 
puisqu'ils fourniraient des ellipses qui embrasseraient 
totalement ABA', et ne pourraient recevoir la projection 
d'aucun point réel de l'ellipsoïde : restriction qui s'ex- 
plique en observant que l'équation (9) ou (5) ne déter- 
mine point par elle seule une ligne de courbure dans 
l'espace ; mais qu'il faut toujours la combiner avec l'équa- 
tion de la surface , et n'admettre que les solutions qui leur 
sont communes. 

Quant aux lignes de courbure qui se projettent suivant 
des hyperboles, D"M, on voit que si le sommet D" vient 
enO, les deux coordonnées de l'ellipse auxiliaire aV'S 
sont ar = o, ^ = OS; de sorte que l'hyperbole qui reçoit 
alors la projection de la ligne de courbure se réduit à la 
droite BOB', et cette ligne de courbure dans l'espace 
coïncide avec la section principale de l'ellipsoïde qui 
contient les axes i et c. Lorsque D" s'éloigne de O, l'axe 
imaginait^ de l'hyperbole diminue, tandis que son axe 
réel augmente 5 et quand enfin le point D" arrive en a , 
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Vaxe imaginaire devient nul, et l'hyperbole se réduit aux 
deux portions rectilignes a A, ah\ qui complètent la 
ligne de courbure déjà fournie par la première série , et 
projetée sur la portion de droite aOa', 

428. Si le sommet D'' continuait à se mouvoir à droite 
de a, et venait en D\ les lignes de courbure, qui jusque 
alors avaient été hyperboliques en projection, devien- 
draient elliptiques, puisque l'ordonnée élevée en D' ren- 
contrerait, non plus l'ellipse aV&^ mais l'hyperbole 
auxiliaire aPQ'; d'ailleurs, lorsque dans l'équation (lo) 

on prend m plus grand que Oa = y A , il faut bien néces- 

sairement adopter le signe négatif pour le terme ~ *, ainsi 

c'est une hyperbole qui détermine alors la valeur corres- 
pondante de n. On voit par là qu'il existe sur l'ellipsoïde 
quatre points projetés en a et a', autour desquels les li- 
gnes de courbure des deux séries sont pliées en sens con- 
traires, et où eUes viennent se confondre, pour se suc- 
céder ensuite les unes aux autres. 

429. Ces quatre points sont des ombilics (n** 397), 
c'est-à-dire des points autour desquels toutes les sections 
normales ont la même courbure. En effet, puisque les 
conditions U=o et V = o, qui caractérisent les ombilics, 
rendent toujours identique (p? 399) l'équation différen- 
tielle des lignes de courbure , nous trouverons immédia- 
tement ces points singuliers , en égalant à zéro les trois 
coefficients de l'équation (2) du n° 419, ce qui donne les 
conditions simultanées 

d?j = o et Bx' — A7' — AB = o. 

Or, l'hypothèse x = o ne conduisant ici qu'à des valeurs 
imaginaires pour j^ il ne reste que les solutions 

y z=z o et o? =: ± \/a, 



r » 
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lesquelles correspondent bien aux deux points a et a' sur 
le plan des (j:, jr). 

430. Pour chacun de ces quatre ombilics, les deux 
lignes de courbure paraissent se réduire à une seule , qui 
est Tellipse verticale projetée sûr AA\ ainsi qu'il résulte 
delà discussion graphique (n? 428)^ et l'analyse nous 
conduira au même résultat. En effet , ptiisqne a est un 
ombilic qui rend identique Féquation générale 

(2) Axr (^y +(Bx»- Ar'«-AB)^ -Bxr= o, 

il n'y a qu'à employer ici la méthode que nous avons 
donnée au n^ 417, et différentier l'équation (2) en lais- 
sant-^ constant. On trouve ainsi, après avoir ordonne, 

équation qui , pour les ombilics où l'on, a 

y = et x= yAy 
se décompose dans les deux suivantes 




Br = o, 



iw 



dx 



or, la seconde n'admet que des racines imaginaires, et 
la première a pour intégrale générale ^=X ; mais en dé- 
terminant la constante arbitraire X de sorte que cette li- 
gne passe par l'ombilic , il restey =0 qui représente bien 
l'ellipse verticale projetée sur AA'. 

431 . n n'est pas inutile d'observer que toutes les lignes 
de courbure de l'ellipsoïde sont des courbes formées , 
quoique quelques-unes soient projetées sur des portions 
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d'hyperbole, telles que RiyS; c'est qu'alors la courbe 
s'étend au-dessous du plan XY, et passe par des points 
qui se confondent en projection avec ceux de la partie 
supérieure. 

Des circonstances putes semblables se reproduiraient 
si l'on avait projeté ces lignes de courbure sur le plan 
qui contient Vaxe minimwn et Vaxe moyen de l'ellip- 
soïde ^ car il suffirait d'introduire dans l'équation (a) les 
r dations 

c>6>«, 

lesquelles laissent toujours positii^es les constantes A et B , 
et par suite , mèneront aux mêmes conséquences sur la 
forme elliptique et hyperbolique des projections des 
deux séries de lignes de courbure. 

432. Voyons maintenant quelle forme prendront ces 
lignes, en se projetant sur le plan qui contient Vaxe ma* 
ximum et Vaxe minimum de l'ellipsoïde {^fig* 53). Il 
suffit , pour rendre l'équation (2) applicable à ce cas , d'y 
introduire les relations 

a ^ c^ b ; 

et comme alors la constante B (n^ 419) devient négative , 
nous poserons 

b* {a} — b^) , ' • • a» (a} — b^) 

11 — Xkf — y / A — A' — ^ / 

ce qui conduira , conmie au n? 420 , à l'intégrale 

(il) j*=6x>-4-7, 

avec ime condition analogue à (6), savoir : 

('^^ ^ "■ A' 6 — B" 



* 
I 



mais ici la constante arbitraire è ne pourra recevoir que 
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des valeurs négatives. En effet, l'équation (7) devient 
alors 



- _ A'y*-t- W x"— A' B' ± \/(A'r"-+- B' r'*— A'B' )' — 4 A' B' x' V* 
^= ^ÂJI^^ ' 

et puisque la partie rationnelle surpasse numériquement 
la grandeur absolue du radical, ces deux valeurs de S se- 
ront toujours à la fois de même signe j pour un même 
point (x\ y) de Tellipsoïde. En outre , comme tous les 
points de cette ^surface seront nécessairem^it projetés 
FiG. 53. en dedans de l'ellipse a'P'.ê', qui serait construite sur les 
demi-axes. 



Oa' =r ^/a' == a ^ ^ 



— 6^ 



06 






puisque ces demi-axes, sont évidemment plus grands que 
OA = a etOC= 5, il en résulte que pour tous les points 
de rellipsoïde , on aura constamment 

d'où je conclus que toutes les valeurs^ de 6 seront néga- 
ftVe^,* et, d'après la relation (12), y n'aura, au contraire, 
que des valeurs po5zftVe^ ; de sorte que l'intégrale (11) 
représentera toujours des ellipses, sur lesquelles se pro- 
jetteront ici toutes les lignes de courbure des deux séries. 
D'ailleurs ,. en posant 

7 = + «% I = — /w% 

l'équation (11) commune aux deux séries de lignes de 
courbure deviendra 

('3) — +'^=., 
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et les demi-axes iw, n,.de chacune de ces lignes, seront 
liés par la relation (12), qui devient 



m} n} 



(.4) _ + _=,; 

d'où Ton voit que ces demi-axes se trouveront ici les deux 
coordonnées d'un même point variable , toujours situé sur 
une ellipse auxiliaire a'P'P"6', construite avec les demi- 
axes \[K et v^B^. 

433. Lorsqu'on prendra sur cette ellipse auxiliaire un 
point P' voisin du sommet «', les deux coordonnées 
P'E' et P'D/ donneront les axes d'une ellipse D'ME', Fig. 53. 
projection d'une ligne de courbure de la première série. 
Cette ellipse , d'abord très-resserrée , s'ouvrira de plus en 

plus dans le sens du petit axe , tandis que son grand axe 
diminuera , et elle finira par coïncider avec l'ellipse prin- 
cipale AC quand le point P' sera venu en Q; car, si dans 
l'équatioil (i4) on pose m = a, on trouve n= b : ainsi 
la portion oc'Q de l'ellipse auxiliaire aura donné toutes 
les lignes de courbure de la première série. Au delà , un 
point tel que P" fournira, par ses coordonnées, les de- 
mi-axes d'une ellipse D"ME'', qui appartiendra à la se- 
conde série des lignes de courbure , puisqu'elle coupera 
en M la ligne E'MD' de la première série 5 et ces nou- 
velles ellipses se rétréciront de plus en plus dans le sens 
des X , pour se réduire enfin à la droite COC, projection 
d'une section principale, qui est elle-même une ligne de 
courbure de l'ellipsoïde. 

434. Dans l'intégration de l'équation (2), nous avons 
négligé (n** 420) le facteur 

kdy- -h ^dx" = 0, 

qui ne pouvait alors donner aucune solution réelle; mais, 
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pour la projection actuelle où B.= — B' et A = A', on 



en tire 



dx VA' 



et si l'on substitue cette valeur dans l'équation propo- 
sée (2), il viendra 

Ay 4- B'x* ± nxy )/Â^ = A'B'; 

équation finie, sans constante arbitraire, qui , comme on 
sait, est une solution singulière de la proposée, et doit 
représenter la ligne enveloppe de toutes les intégrales par- 
ticulières. En effet , cette équation se décompose ainsi 

et comme les doubles signes sont indépendants, cela four- 
nît quatre droites^ que l'on reconnaît aisément pour les 
cordes supplémentaires qui passent par les- sommets de 

l'ellipse auxiliaire a'P'P"o'^ dont les demi-axes sont vA^ 

et \/B'. Ces quatre cordes touchent donc toutes les ellipses 
suivant lesquelles se projettent les lignes de courbure \ et 
comme une de celles-ci est l'ellipse principale AC , cette 
courbe est aussi touchée par. les quatre cordes , précisé- 
ment aux ombilics <«) , a)\ w", &)'!', où les lignes de coui^ 
bure des deux séries viennent se confondre. 

Au surplus, on arriverait aussi à ces quatre droites , en 
cherchant, d'après la méthode exposée (n^ 340), la ligne 
enveloppe de toutes les ellipses représentées par l'équa- 
tion 






m^ B ' (A' — m^) 

laquelle se déduit de (i3) et (i4) , et où le paramètre ar- 
bi traire est m. 
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435. Observons , en terminant cette théorie , que quand 
on a déjà construit (n^ 426) les lignes de courbure d'un 
ellipsoïde donné , projetées sur le plan qui renferme Taxe 
maximum 2 a et l'axe moyen 2 6 , et que Ton veut ensuite 
construire, pour ce même ellipsoïde , la projection des li- 
gnes de courbure sur le plan qui contient le plus grand et 
le plus petit axe , il serait peu commode de changer la dé- 
nomination de Taxe moyen, comme nous Tavons fait 
(n** 432). Il vaudra mieux alors conserver toujours les re- 
lations 

mais dans les valeurs de A' et de B' changer b en c et 
c en i 5 de sorte que dans la Jîg. 53 , l'ellipse principale 
aura pour demi-axes 

OA = a, OC = c, 

et les grandeurs des demi-axes de l'ellipse auxiliaire a ' P' ê ', 
seront 






Oê 



par là ces valeurs pourront exister simultanément avec 
celles de A et de B (n^ 426), qui se rapporent au plan 
de l'axè maximum et de Taxe moyen. 

436. Remarquons enfin que pour trouver les deux li- 
gnes de courbure relatives à un point assigné M de l'el- 
lipsoïde {fig' ^2), il faudrait substituer les coordon- 
nées x\ y' àe ce poiht dans l'équation (9), laquejle, 
jointe alors avec l'équation (10), suffirait pour calculer 
ies axes de l'ellipse MD' et de l'hyperbole MD". Mais si , 
comme dans le tracé d'une voûte en ellipsoïde, le point 
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assigné était en S sur TcUipse de ia naissance AB'A'^ on 
pourrait employer une solution graphique fort simple, 
pour laquelle nous renverrons à ]a 'Géométrie descriptii^e^ 
n«743. 

Des courbes de niveau et des lignes de plus grande pente, 

437. Ce sont des lignes remarquables qui serrent, dans 
le tracé des cartes topographiques, à représenter la forme 
du terrain. Les courbes de niveau ne sont autre chose 
que les sections faites dans la surface qui recouvre le sol , 
par divers plans horizontaux; et si Ton a soin de mener 
ces p]ans à des intervalles égaux mesurés sur là verticale,, 
il est évident que là où lés projections horizontales des 
courbes de niveau seront plus rapprochées, elles indique- 
ront que la pente du terrain est plus rapide ; et en même 
temps , les diverses sinuosités de ces courbes figureront les 
mouvements du sol, quelque variés que soient ceux-ci. 

Pour obtenir Téquation finie des courbes de niveau, il 
suffit de joindre à l'équation de la surface proposée , celle 
d'un plan horizontal quelconque , c'est-à-dire de prendre 
le système 

et en éliminant z , il vient pour la projection des lignes 
de niveau, l'équation F (x, j", y) = o, où y est une con- 
stantie arbitraire. Mais si l'on veut avoir l'équation diffé- 
rentielle commune à toutes ces courbes, on différentiera 
le système précédent , ce qui donnera 

dz •=: pdx -^ qdy et z = o; 

9 

et par suite , l'équation différentielle qui caractérise les 
courbes de niveau , sur toute surface , sera 

fl) pdx-^ qdyzzzo^ 
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seulement , si ^ ou ^ renferme ^ (ce qui arrivera ordinai- 
rement lorsque l'équation F = o aura été diflerentiée 
avant d'être résolue par rapport à z) , il restera àiéliminer 
cette variable au moyen de l'équation de la surface , pour 
que l'équation (i) représente la projection horizontale 
des courbes de niveau. 
438. Soit, par exemple, 

qui représente (n® 296) tiJutes les surfaces de révolution 
autour de l'axe des z ; on a ici /; = 2 x. (f\ q=z2j.(fx donc 
l'équation (i) devient 

xiix 4- fdy = o ; 
d'où^ en intégrant, 

Ainsi les courbes de niveau sont les parallèles de la sur- 
face, comme on devait s'y attendre. 

4f39. La ligne de plus grande pente j à partir d'un 
point donné sur une surface, est celle qui jouit de la pro- 
priété que chacune de ses tangentes fait ai^ec F horizon 
un angle plus grand que celui de toute autre tangente à 
la surface, menée par le même point de la courbe. Or, 
comme toutes les tangentes menées par ce point quelcon- 
que sont dans le plan tangent de la surface , celle de ces 
droites qui sera perpendiculaire à la trace horizontale de 
ce plan , formera évidemment le plus grand angle possible 
avec l'horizon •, d'où il résulte que la ligne de plus grande 
pente doit avoir, en chaque point, sa tangente perpendi- 
culaire à la trace horizontale du plan tangent^ et, par 
une conséquence nécessaire, la projection de cette tan- 
gente, sur le plan XY, devra aiissi former un angle droit 
avec la trace du plan tangent. 
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440. Cela pose y en appelant x , y, les coordonnées d'un 
point quelconque de la projection de la ligne de plus 
grande p«Dte , sa tangente et la trace du plan tangent se- 
ront représentées sur le plan des (x^y) par 

— « = /? (x' — a:) -f- ^ (7' -- x); 

et puisque ces deux droites doivent être perpendiculaires , 
on aura la condition 

Cette relation (2), qui caractérise la courbe çle plus grande 
pente, suffit pour la détenniner, en y joignant du moins 
Téquation F (.r, jy, ^) = o de la surface sur laquelle doit 
être située cette courbe ; et lorsqu'au moyen de F = o on 
aura éliminé z de l'équation (2), si cette variable y entre , 
on auir^^ réquatioi^ différentielle de la projection de la 
li^ede plus grande pente, et il restera à l'intégrer. 

On aurait pu aussi parvenir à l'équation (2), en expri- 
mant que la ligne de plus grande pente était perpendicu- 
laire à la courbe de niveau représentée par l'équation (i). 

44i . Si nous prenons encore l'exemple des surfaces de 
révolution 

l'équation (2) deviendra 

xdjr — ydr == o j 

d'où, en intégrant et désignant la constante arbitraire 

par 7, 



I 
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Cette équation représentant un plan passant par Taxe OZ, 
il s^ensuit (juMci les courbes de plus grande pente sont 
toutes des méridiens de la surface. La constante arbi- 
traire y se déterminera en assujettissant la courbe à passer 
par un premier point (x\ y) assigné par la question, ce 

qui donnera y = ~. Cette valeur resterait indéterminée , 

si le point donné était sur Taxe de révolution ; mais c'es t 
qu'alors tQUs les méridiens partant de ce point sont indif- 
féremment des lignes de plus grande pente. 

442. Dans un conoïde droit représenté (n° 307) par 



-©■ 



on a /7 = — ^ ?» f = -«9' î de sorte que Téquation (2) de- 

vient ici 

ydy -i- xdx = o , d*où y'^ H- j:' =r y : 

ainsi les lignes déplus grande pente sont toujours projetées 
horizontalement sur des cercles concentriques avec Taxé 
du conoïde. On peut confirmer par la Géométrie ce résul- 
tat remarquable, en observant que les lignes de niveau 
sont ici les génératrices rectilignes de la surface , lesquelles 
se projettent suivant les rayons vecteurs menés de l'ori- 
gine O des coordonnées^ et , comme la ligne de plus grande 
pente doit avoir (n^ 440) toutes ses tangentes perpendi- 
culaires à ces rayons vecteurs, elle ne peut être qu'un 
cercle en projection. 

443. Considérons encore les surfaces du second degré, 
représentées par 

.r' i^- 3* 



B • -~' = 
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réquatiou (st) se réduira ici à 

- dy — - cir =r 6 , d'où j^ = yj: : 

par conséquent , les lignes de plus grande pente seront à 
double courbure , et se trouveront projetées horizontale- 
ment sur des courbes paraboliques , si A et B sont de même 
^igne. Cependant, ces lignes deviendront planes si le point 
de départ qui sert à déterminer la constante , est dans un 
des plans principaux ZX ou ZY^ car alors Téquation pré- 
cédente devra être satisfaite par ^ = o et x= a:', ce qui 
donne 7 = 0, et réduit Téquation de la ligne de plus 
grande pente àj^= o, qui représente la section principale 
située dans le plan XZ. 
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CHAPITRE XVIII. 

TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE (*). 



§ P*". Notions préliminaires. 

444. On sait qu'un triangle sphérique est la portion 
de surface comprise, sur la sphère, entre trois arcs de 
grands cercles qui se coupent deux à deux , et Ton en- 
tend par grand cercle celui dont le plan passe par le cen- 
tre de la sphère ; de sorte que deux points donnes sur 
cette surface suffisent toujours pour déterminer un grand 
cercle. Dans le triangle ABC, les côtés sont les arcs BC, Fio. 54. 
CA , AB , que nous désignerons respectivement par 
a , 6 , y •, et /e5 angles sont , comme pour des courbes 
quelconques, les aiu^les formés par les tangentes à ces 
arcs de cercle : ainsi Tangle sphérique A égale TAS. 
Mais comme ici les tangentes AT et AS sont perpendi- 
culaires au rayon AO, intersection des plans des deux 
grands cercles auxquels appartiennent les arcs AB et AC, 



{*) La Trigonométrie sphérique étant aussi une application do TAna- 
Jyae à la Géométrie des trois dimensions , laquelle oi&e des secours né* 
cessatres à la Mécanique et à la Géodésie , j'*ai pensé qu^il serait utile 
de placer ici les principales formules et leur application à la résolution 
des triangles. Pour obtenir ces formules, j^ai employé la marche ana- 
lytique suivie par Lagrange dans un Mémoire inséré au sixième cahier du 
Journal de l'École Polytechnique. Ta'i conservé la division sexagésimale 
du cercle, attendu que beaucoup de résultats numériques^ exprimés de 
cette manière et employés souvent dans l'Astronomie, sont consacrés par 
un trop long usage pour qu'il convienne de les changer. 

74 
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on voit que Fangle sphérique A n'est autre chose que Tan- 
gle dièdre formé par les deux plans BAO et CAO. D'ail- 
leurs , si l'on mène le grand cercle DEF perpendiculaire 
au rayon AO, l'angle dièdre en question sera aussi mesuré 
par DOE ou par l'arc DE ; donc on peut dire encore qu'i/// 
angle sphérique BAC a pour mesure Tare de grand cer- 
cle DE compris entre ses côtés j quand ils ont été pro- 
longés jusqu'à dei^enir égaux à im quadrans ,• car on a 
évidemment AD = 90^ et AE = 90^. 

445: Si l'on admettait des côtés plus grands que 180", 
les trois sommets A , B , C , pourraient appartenir à plu- 
sieurs triangles ; car ils conviendraient aussi au triangle 
formé par les arcs CA, CB et AFHDB. Mais on exclut 
ces sortes de figures, parce qu'elles offriraient des angles 
dièdres qui , comme C dans cet exemple , surpasseraient 
deux angles droits, et que d'ailleurs la construction de tels 
triangles se ramènera toujours à celle de triangles soumis 
à la restriction que chaque côté soit moindre quune 
demi-circonférence. C'est pourquoi nous ne nous occu- 
perons que de ces derniers. 

446. Enjoignant les sommets A, B, C, avec le centre 
de la sphère , on forme une pyramide triangulaire OABC , 
dont la base est le triangle sphérique donné , et dans la- 
quelle les^cé?^ ou angles plans BOC, COA, AOB, ont 
pour mesure les côtés a , 6 , y , du triangle \ tandis que les 
angles dièdres compris entre les faces, sont les angles 
sphériques de ce triangle. Ainsi, d'après les théorèmes 
de Géométrie relatifs aux angles trièdres ou polyèdres, 
on a droit de conclure que , dans tout triangle sphérique, 
1^ un coté est toujours plus petit que la somme des deux 
autres ; 2^ la somme des trois côtés est toujours moin- 
dre que^Go^j ou qu'une circonférence de grand cercle. 

447. D'ailleurs on a vu dans la Géométrie descrip" 
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twe, n^ 55, que si par le point O on menait trois plans 
respectivement perpendiculaires aux arêtes OA, OB, OC, 
on formerait une nouvelle pyramide , dite supplémentaire 
de OÀBC , à cause des relations qui existent entre leurs 
angles plans et leurs angles dièdres. Or, comme cette nou- 
velle pyramide coupera la surface de la sphère suivant un 
triangle dont nous désignerons les angles par A', B', C 
et les côtes par oc\ S', y\ il s ensuit que l'on ai|ra les re^ 
lations 

A' -^ a = i8o% a'-f- A = i8o°, 

B' 4- 6 = i8o% 6' 4- B = i8o". 
C 4- 7 = l8o% 7' 4- C =: î8oO; 

c'est-à-dire que, pour tout triangle sphérique ABC, il 
existe un triangle supplémentaire A! B'C, iiont Icg angles 
sont les suppléments des côtés du premier, et dont les cô- 
tés sont pareillement les suppléments des angles du trian- 
gle primitif. 

Le triangle A'B'C se nomme aussi le triangle polaire 
de ABC, parce que chacun de ses sommets se trouve 
comme on le démontre en Géométrie , à 90^ de tous les 
points du côté opposé dans le triangle ABC. 

448. Il résulte de là que la somme des angles d un trian- 
gle sphérique n'a point , comme cela arrive dans les trian- 
gles rectilignes , une Vàkur constante ; car il faudrait que 
les côtés du triangle supplémentaire fissent toujours la 
même somme , ce qui est faux évidemment : mais du 
moins , on peut assigner deux limites entre lesquelles sera 
toujours comprise la somme des angles de tout triangle 
sphérique. En effet, d'après les formules du numéro pré- 
cédent, on a 

,: (A 4- B 4- Cj 4^ («' 4- ê' 4-7') =r 6 X 90-; 

2.4. 
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el comme on sait (n^ 446) que 

a' -+- 6' -4- 7' < 4 X 90% 
on en conclut 

A-f-B -f-C >2X 90°. 

D'ailleurs , chaque angle du triangle sphérique étant tou- 
jours moindre que deux droits, d'après la restriction ad- 
mise n** 445 , il s'ensuit que 

A-|-B + C<6x 90*». 

Ainsi, dans tout triangle sphérique, la somme des an- 
gles se trouvée toujours plus grande que deux angles 
droits, et moindre que six. 

449. Un triangle sphérique peut donc avoir deux de ses 
angles qui soient obtus , ou bien droits ; tel est ADE : il 
peut même être trir^ctangle, puisqu'il suffirait de faire 
tourner le côté AE jusqu'à ce que l'arc DE fût égal à 90*^, 
et il est évident qu'un triangle tri rectangle renferme la 
huitième partie de la surface totale de la sphère. 

450. Comme nous aurons besoin , pour un des cas de 
la résolution des triangles sphériques, d'employer l'ex- 
pression de la surface d'un tel triangle , nous allons la rap- 
peler, afin de bien fixer le sens dans lequel on doit enten- 
dre cette mesure. 

FiG. 54. I^^ triangle ABC fait évidemment partie de troïsfuseaux 
que l'on obtient en prolongeant les côtés AB , AC , BC , 
jusqu'à ce qu'ils se coupent deux à deux une seconde fois , 
ce qui arrivera quand ils seront devenus égaux chacun à 
une demi-circonférence. Or, con^me l'aire d'un fuseau est 
manifestement une fraction de la surface sphérique, ex- 
primée par le rapport de l'angle dièdre du fuseau avec 
quatre angles droits , nous aurons , en désignant par S 
l'aire de la sphère totale, et par D un angle droit, les 
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expressions suivantes pour les aires des trois fuseaux eu 
question : 



4D' 

4D^ 
surf. GALBC = ABC -f- ABL = S . ^ 



surf. ABHGA x=à ABC + BGH = S 



surf. BAGCB = ABC -h ACG = S 



4D- 

Ajoutons maintenant ces équations membre à membre , 
et observons que le triangle ABL , situé dans Tbémisphère 
opposé, peut être remplacé parle triangle CGH, qui lui 
est symétrique et égal en aire , puisque l'un et Tautre ser^ 
vent de bases à deux angles solides trièdres opposés par le 
sommet ^ puis , faisons attention que , parmi les six trian- 
gles que donnent les trois fuseaux , il y en a quatre qui 
composent la demi-spbère^ et nous obtiendrons la nou- 
velle équation 



2ABC 



S __ ^/ A-4>B-f-C \ 

2-^— 4D-j' 



d'où Ton déduit aisément 

..c=s(i±l-£^»). 

Ce résultat montre que l'aire du triangle ABC est une 
fraction de la surface S de la sphère ^ exprimée par le 
quotient qu'on obtient en divisant l'excès des trois angles 
du triangle sur deux droits, par huit angles droits. On 
sait que cet excès est toujours positif (n° 448), et qu'il ne 
peut atteindre quatre angles droits ; par conséquent la 
valeur ci-dessus sera, comme on devait le prévoir, tou- 
jours moindre que la moitié de la surface de la sphère. 
451. Pour simplifier la formule précédente , on eon- 
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vient ordinairement d'estimer les angles A , B , C , non 
pas en degrés , mais en fonction de Tangle droit , pris 
comme unité des angles; alors on a D = i , et A, B, C 
deviennent des nombres abstraits compris entre o et 2. 
Si, de plus, on adopte aussi pour unité de surface la 

quantité ^ S, qui représente le triangle trirectangle 

(n** 449), il restera pour l'expression de Taire dutrian-< 
gle proposé 

ABC = A-f-BH-C— 3=1. 

C'est cette quantité e que l'on nomme T exchs sphérique , 
et qui devient , par les hypothèses admises , la mesure 
même de la surface du triangle ; mais il faudra se souve- 
nir que e ne sera qu'un nombre abstrait qui indiquera 
combien de triangles trirectangles , ou de fractions de ces 
triangles, sont contenus dans le triangle ABC. 

Par exemple , si les angles A , B, C , mesurés en degrés, 
se trouvent de 65°, laS^, 140°? alors on devra, pour les 
estimer en fonction de l'angle droit , poser 

A=.^, B=:^, c=i^, 

90 90 90 

et l'excès sphérique deviendra 

33o' 



2= - 



90 ^' 



ce qui voudra dire que la surface du triangle propose est 
5 
3 



les ^ 4'uii triangle trirectangle \ puis, si l'on veut le com- 



5 

parer avec la sphère , le même triangle sera les —i de L 

surface totale de ce corps. 
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§ II. Formules générales. 

4S2. Soit ABC un tmngle sphérique tracé sur une 
sphère dont le rayon OA = r, et qui a pour côtés ks ^'^^' ^^' 
arcs 

BC =^ a, CA = € , AB = 7 ; 

menons aux deux côtés qui forxxiient un de ses angles, A 
par exemple , les tougentes AT, AS , que nous termine- 
rons par les rayons OB, OC , prolongés 5 puis, joignoios 
les points T et S : nous obtiendrons ainsi deux triangles 
rectilignes TOS , TAS, dans lesquels les angles opposés 
au côté commun TS , sont équivalents (n^ 444) au côté « 
et à Tangle A du triangle sphérique. Donc , par un théo- 
rème connu de Trigonométifie rectiligne , nous aurons 



— s 



TS = OT H- OS — 2.OT.0S.cosa, 

TS = AT -h AS — a.AT.AS.cosA; 

et ici le^ cosinus devront toujours être mesurés, non dans 
la sphère OA, mais bien dans le cercle dont le rayon 
égale Tunité, puisque aatrementt ces équations ne seraient 
pas homogènes. Alors, si Ton retranche ces équations 
membre à membre, et que Ton ait égard aux triangles 
rectangles OAT , OAS , qui donnent évidemment les rela- 
tions suivantes , 

(yP — AT»=r% OS'~AS'=rS 
0T=:— ^, AT = rtang7, OS=— ^, AS = rtang6, 

ces 7 ces ê ^ * 

il viendra 

2/*' ces a 

= 2^-' h 7.r^ tang 6 taïuç 7 cos A; 

ces 6 cos 7 o -o # 7 
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puis, si Ton supprime le facteur commun 2r', et qu'on 
résolve par rapport à cos a, on obtiendra 

(i) cos a = cos 6 cos 7 ~h sin € siny cos A , 

formule où le rayon r de la sphère en question est dis- 
paru, et qui ne renferme que des ligues trigonométriques 
comptées toutes dans le cercle qui a pour rayon l'unité. 
Mais celte formule repose sur uVie construction qui sem- 
ble exiger que les deux côtés 6 et y soient moindres que 
90*^5 c'est pourquoi il importe de montrer qu'elle est 
vraie dans tous les cas. 

453. D'abord, si le côté y est seul plus grand qu'un 
quadrans , comme dans le triangle ACB", le rayon OB" 
rencontrera, non plus la tangente AT, mais son prolon- 
gement AT', et donnera lieu à un triangle ACK, pour le- 
quel la construction primitive sera possible. On aura 
donc dans ce dernier triangle, 

cos a' = cos 6 cos 7 ' H- sin € sin 7 ' cos A' ; 

mais il existe évidemment entre les triangles ACB' et 
ACB" les relations 

a'=i8o*>— a, 7' = i8o° — 7, A'=i8o»— A: 

et en substituant dans l'équation précédente , on retrouve 
la formule (i), qui demeure ainsi vraie pour le triangle 
ACB'. 

Si les deux côtés 6 et y se fussent trouvés ensemble 
plus grands que 90^, on aurait de même prolongé les deu^ 
rayons OB , OC , en sens contraires , ainsi que les deux 
arcs AB, AC, et l'on aurait obtenu un triangle dans le- 
quel on aurait eu 

A'=A, a' = a, 6'=i8o«— 6, 7'=ri8o°— 7, 
ce qui ramènerait encore à la formule (i). 
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454. Soient maînteuant S = 90** et y = 90°, comme 
dans le triangle ADE**. Ici la formule (i) se réduirait à 

CCS a = CCS A , 

résultat évidçnt , puisque Tare a = DB*' est bien (n® 444) 
la mesure de l'angle A. 

455. Enfin, supposons, comme dans le triangle ACB"', 
qu'un seul côté y soit de 90^. Le théorème en question 
sera démontré, d'après le numéro précédent, pour l'an- 
gle droit D du triangle CDB'*' (à moins que l'on n'ait 
DB* = 90*^), et l'équation (i) appliquée à ce triangle, 
donnera 

cos CB* = cos CD cos DB*, 
ou bien 

ces a = sin 6 cos A. 

Or, c'est bien là cç à quoi se réduirait la formule (1) , en 
y introduisant l'hypothèse y = 90^ ; donc cette formule 
est encore vraie pour le triangle ACB**. 

Quant au cas tout particulier où l'on aurait à la fois 
y = go^ et DB'*' =;= Qo°, la construction générale que 
nous appliquions ci-dessus au triangle CDB'*', ne pourrait 
plus s'effectuer ; mais on voit immédiatement qu'alors le 
point B* se trouverait le pôle de l'arc ACD, et par consé- 
quent B^'C = a serait de 90**, aussi bien que l'angle A, 
qui a pour mesure DB*' 5 de sorte que l'équation (i) serait 
encore vraie pour un tel triangle ACB*^, puisqu'elle de- 
viendrait = 0, d'après les hypothèses admises 

a = 90% 7 = 90% A = 9a^ 

456. Nous conclurons de là que le théorème exprime 
par l'équation (1) , est vrai dans tous les triangles sphéri- 
ques , quels qu'ils soient 5 et en l'appliquant tour à tour 
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aux trois côtés a , 6 , y du triangle ABC , nous auroQs^ 

/ cos a =: cos ê ces 7 + sin 6 sin 7 cos A , 

( I ) < cos 6 =z cos a cos 7 4- siîi a sin 7 cos B , 

( côs 7 = cos a cos 6 -+- sin a sin 6 cos C , 

formules dont chacune exprime une relation entre trois 
côtés et un angle ^ et qui, par leur ensemble, doivent 
comprendre implicitement toute la Trigonométrie sphé- 
rique, puisqu'elles suffiront toiAJours pour calculer trois 
des six quantités A , 6 , C , a , S , y, quand les trois autres 
seront connues. Mais comme il est utile d'avoir, pour 
chaque cas , des formules dont chacune ne renferme 
qu'une inconnue , nous allons les déduire des équations 
précédentes par diverses combinaisons. 

457. Cherchons une relation entre deux cotés et les 
deux angles opposés , par exemple, entre a, 6, A et B 
La marche directe serait d'éliminer cos y et sin y entre 
les deux premières équations du groupe (i), au moven 
de la relation sin* y + cos* y = i; mais comme les cal- 
culs seraient fort longs , nous emploierons le moyen sui- 
vant. De la première des équations (i) tirons la valeur 
de cos A , pour la substituer dans la relation 



sim A = \/i -^cos^A ; 
il viendra , en réduisant au même dénominateur, 

. . i/ sin'é sin*7 ~- (cos a — cos6cos7y' 

sm A = 1 . >> , -^ ; 

sm b sin 7 

mais en substituant soufi le radical les expressions des 
sinus en cosinus , on trouve 

i/l — COS^OC — COS^ê — cos* 7 -f- 2COSa cos $ COS7 

sinA= . ^ : '. 

sin 6 sm 7 
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Or, le second membre de cette dernière équation , après 
avoir été divisé par sin a, deviendra évidemment une 
fonction symétrique de a , 6,7, c'est-à-dire une fonction 
qui reste la même quand on permute ces lettres entre 

elles: d'où l'on conclut que le rapport -: a une valeur 

^ • *^ sma 

constante et invariable pour chacun des angles du trian- 
gle ABC , comparé avec le côté opposé ; et qu'ainsi on a 
les trois équations 

sin A sin B sin C 
sin a sm 6 sm 7 

ce qui signifie que dans un triangle sphérique , les sinus 
des angles sont proportionnels aux sinus des côtés 
opposés. 

458. Cherchons maintenant une relation entre deux 
€Ôté9 et deux angles dont un soit compris entre les côtés 
donnés, par exemple , entre a^ S , Â et C. Substitu4;»ns 
dans la première des équations (i) , la valeur de cos y 
fournie par la troisième , et la valeur 

sin C 
sm 7 = sm a -; — r » 

sm A 

que donne une des formules (2) : il viendra 

cosa = cos^ cos a -+■ sin a sin g cos€ cos C -4- sin 6"sin a -r — ces A : 

sm A 

ou bien, e^ transposant le premier terme du second 
membre dans le premier, 

cos a sin ' 6 = sin a sin € cos 6 cos C + sin a sin€ cot A sin G. 

Maintenant, si l'on divise tous les termes par sin a sin 6, 
on obtiendra la première des formules suivantes , et les 
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autres s'en déduiront par de simples permutations, de 
lettres (*): 

cot a sLd 6 = cot A sin G -h cos 6 cos G,, 
cot a sin 7= cot A sin B -h COS7 cos B ; 



(3) 



cot 6 sin a = cot B sin G -H cos a cos G , 

cot 6 sin 7 = cot B sin A + cos 7 cos A ; 

* 

cot 7 sin a = cot G sin B + cos a cos B , 
cot 7 sin 6 = cot G sin A -h cos 6 cos A. 

459. Pour obtenir une relation entre trois angles et 
un côté, le moyen le plus simple est d^appliquer au 
triangle supplémentaire le théorème fondamental ex-> 
primé par Féquation (i) , ce qui donne 

cos a' = cos 6' cos 7 ' 4- sin 6' sin 7 ' cos A', 

puis de substituer ici les relations connues 

a' = i8oo— A, 6'=i8o«— B, 7'=:i8o«— G, A'=i8o«— av 

alors on obtient pour le côté a, et semblablement pour 
chacun des autres , les formules 

cos A = — cos B cos G -h sin B sin G cos a , 
(4) \ cos B = — cos A cosG -h sin A sin G cos 6, 
cos G = — cos A cosB -f- sin A sinB cos 7. 



{*) Les formules (3), que I^on écrit de plusieurs manières, orc^naire- 
mcDt fort incommodes à retenir, se retrouveront aisément si on les dis- 
pose comme ici, et qu^on observe, i^ que chaque membre commence 
par une cotangente multipliée par un sinus; tP que dans le premier 
membre ces lignes portent sur deux côtés choisis à volonté, et dans le 
sec <nd membre sur deux angles, dont le premier seul est opposé au pre- 
mier côté déjà employé; 3<* que le dernier terme est form/^ par les deux 
cosinus des mômes arcs, dont les sinus entrent déjà dans Téquation. 
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460. Les quatre groupes de formules obtenues jusqu'ici 
offrent évidemment toutes les combinaisons que l'on peut 
faire de trois données avec une seule inconnue ^ parmi les 
six quantités A,B,C,a, ê,y;de sorte qu'il suffira de 
choisir parmi ces quinze équations, celle qui conviendra 
au cas proposé , et de la rendre ensuite propre au calcul 
logarithmique, ainsi que nous le montrerons en détail 
dans le paragraphe IV. Ici nous nous bornerons à re- 
marquer qu'on doit comprendre dans la résolution des 
triangles sphériques , obliquangles ou rectangles, le cas 
où l'on donne les trois angles A , B , C ; car ces données 
déterminent les côtés a', 6', y', du triangle supplémen- 
taire : elles permettent donc de calculer les angles A', 
B', C, et par suite leurs suppléments, qui sont les 
côtés a, 6, 7 du triangle primitif, lequel se trouve ainsi 
complètement déterminé par la connaissance de ses trois 
angles. C'est d'ailleurs ce que prouvent directement les 
formules (4). 

§ m. Résolution des triangles rectangles, 

461 . Lorsque dans le triangle ABC l'angle A est droit, Fie. 56. 
c'est-à-dire quand le plan du grand cercle CA est per- 
pendiculaire au plan du côté BA , le triangle est dit rec- 
tafigle, et le côté CB = a s'appelle toujours ^/^yy^o- 
ténuse, Gn ne doit pas oublier que les deux autres angles 
pourraient être aussi (n^ 449) droits ou obtus; mais un 
triangle trirectangle aurait évidemment tous ses côtés 

de 90^, et un triangle birectangle où A et B seraient 
droits , aurait pour côtés opposés a =90^, 6= 90^, tandis 
que le troisième côté y serait (n^ 444) la mesure même 
de l'angle C. Ainsi , ces deux genres particuliers de tri an- ' 

gles ne donnant pas lieu à de véritables problèmes , nous 
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ne devons considérer que les triangles où un seul angle A 
est droit, avec deux autres angles obliques qui peuvent 
être aigus ou obtus. 

462. Pour obtenir les formules nécessaires à la réso- 
lution des triangles rectangles, il suffit de poser A = 90® 
dans les quatre groupes de relations générales que nous 
avons trouvées pour les triangles quelconques. Cette hy- 
pothèse , introduite dans la première des équations (i), 
donne 

( 5 ) cos a =r cos 6 ces 7 ; 

c'est-à-dire que le cosinus de V hypoténuse est égal au 
produit des cosinus des deux autres côtés. Cette relation 
est analogue avec celle-ci : a' = 6'-|-y*, qui aurait lieu 
si le triangle sphérique devenait rectilîgne, en conser- 
vant des côtés de même longueur absolue \ et la première 
se ramènerait à la seconde , en développant les cosinus en 
séries, puis en supposant que le rayon de la sphère de- 
vienne infini, (ployez n° 4'92.) 

463. Les équations (2) donnent, par Thypothèse 
A == 90°, les deux formules suivantes , 

. ^ V . ^ sin 6 ^ . _ sin 7 

(6) sin B = -; — , smC=-,— ^, 

^ ^ sm a sm a 

qui montrent que le sinus dhin angle oblique est égal au 
sinus du côté opposé^ diuisé par le sinus de Vhypoté- 
nuse : principe analogue à celui des triangles rectilignes, 
où Ton aurait 

sin B = - . 

464. Dans les équations (3), les deux premières don- 
nent, pour A. = 90°, 

cot a sin 6 = cos €.cos C , cet a sin 7 = cos 7 cos B , 
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tl'où Ton conclut 

(n) cos B = — ?^ , cos C = — ^- : 

^ ' ^ tang a tang a 

formules qui prouvent que le cosinus (Tun angle oblique 
est égal à la tangente du côté adjacent^ dis^iséc par la 
tangente de F hypoténuse , et qui sont analogues à la re- 

«y 

lation cos B = - , que fournirait un triangle rectiligne. 

a 

465. La quatrième et la sixième des équations (3) de- 
viennent , par l'hypothèse A = 90*^, 

cet 6 sin 7 = cet B , cot 7 sin 6 =. cet C ^ 

d'où Ton déduit les relations 

(8) tangB = ^i?8i, tangC = î^; 
^ ^ ® sin7 ' * sine 

c'est-à-dire que la tangente d'un angle oblique est égale 

à la tangente du côté opposé, dii^isée par le sinus du 

côté €idjacent : principe analogue à celui des triangles 

g 
rectilignes, où l'on aurait tang B = - (*). 

466. Quant aux équations (4) , Thypothèse A = 90^ 
donne, dans la première, 

o = — cos B cos C -h sin B sin C cos a , 

d'où l'on déduit cette formule 

(9) cos a = cot B cot C ; 



(*) Lies trois formules (6), (7), (8), écrites comme nous Pavons fait, 
seront donc faciles à retenir, puisque les combinaisons d'*angles et de 
côtés sont les mêmes que dans les tiFiangles rectilignes ; seulement, il 
faudra se rappeler que le sinus d^un aogle s^exprime par deux sinus , le 
cosinus par deux tart^entes, et la tangente par une tançenie et un sinus. 
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c'est-à-dire que le cosinus de rhypoténuse égale le pro- 
duit des cotangentes des deux angles obliques, 

467. Enfin , les deux dernières des équations (4) don- 
nent, par l'hypothèse A = 90®, 

f V - cosB cosC 

(10) cosS = -:— ?;> cos 7 = -?— 5^5 

' ' smC smB 

ce qui prouve que le cosinus ^un côté de V angle droit 
est égal au cosinus de Vangle opposé, dis^isé par le sinus 
de r angle adjacent, 

4f68. Voilà donc six principes qui fournissent dix équa- 
tions où se trouvent toutes les combinaisons que ron peut 
faire de deux données avec une seule inconnue, parmi les 
cinq quantités B , C , a , 6 , y ; et il suffira d'en faire un 
choix convenable, d'après les données de chaque pro- 
blème, ainsi que nous allons l'indiquer. Mais auparavant, 
tirons de ce qui précède deux conséquences applicables à 
tous les triangles rectangles. 

1°. On voit, d'après la formule (5), que les trois côtés 
oc^ S^ y devront être tous moindres que 90**: ou bien 
deux seront à la fois plus grands que 90^, et le troisième 
moindre. Ainsi le nombre des côtés plus grands qu'un 
quadrans, est toujours ^air. 

2^. La formule (8) montre qu'un angle oblique est 
toujours de même espèce que le côté opposé ; c'est-à-dire 
qu'ils sont tous deux à la fois moindres que 90°, ou à 
la fois plus grands. 

FiG. 56. 469. Premier cas. On donne F hypoténuse a et un 
côté 6 de Vangle droit ^ les trois inconnues y, B et C se 
trouveront par les formules (5) , (6) , (7). 

Deuxième cas. On donne les deux côtés S et y de 
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Vangle droit ^ les inconnues sont ici a , B et C , qui s'ob- 
tiendront par les formules (5) et (8). 

Troisième cas. On donne r hypoténuse a et un angle 
oblique. B ; pour trouver les inconnues 6 , y et C , on em- 
ploiera les formules (6), (7) et (9). 

a 

Quatrième cas. •On donne un côté 6 et Vangle op~ 
posé B ; les inconnues ce , 7 <et C s'obtiendront par les for- 
mules (6), (8) et (10). 

Cinquième cas. On donne un côté 6 avfec Vangle ad- 
jacent C ; les inconnues a , / et B se calculeront au moyen 
des formules (7) , (8) et (10). 

Sixième cas. On donne les deux angles obliques B 
et C ^ pour trouver les inconnues a, 6, y, on emploiera 
les formules (9) et (10). 

470. Observons ici, i^ que toutes les formules citées 
sont telles que les logarithmes s'y appliquent immédia- 
tement ; seulement , il faudra auparavant avoir soin de 
les rendre homogènes en y introduisant pour facteur une 
puissance convenable du rayon R des tables. 

2^. Que lorsqu'un élément inconnu sera fourni par sou 
fiinus, lequel peut appartenir également à un angle aigu 
et à son supplément, il y aura ambiguité sur la gran- 
deur de cet élément ; mais cette ambiguité cessera si , par- 
mi les données, se trouve le côté ou l'angle opposé à cet 
élément; car on a vu (n*^ 4f68) que ces deux grandeurs 
devaient toujours être de même espèce* 

474. D'après ces remarques, on verra aisément que, 
parmi les six cas que présente la résolution des triangles 
rectangles , il n'y a que le quatrième qui soit vraiment 
douteux j c'est-à-dire qui admette deux solutions. En effet, 

25 
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les incoonues â(, y et C sout données par les équations 

sine tang € . ^ cosB 

sin a = -;— - , sin 7 fi= ; — ^ , sm C = ; 

sm B tang B cos 6 

ainsi , il faudra commencer par prendre C et y tous deux 
moindres que 90^, ou tous deux plus grands, et ensuite 
déterminer Tespèce de a par la relation cos a = cos 6 cos y. 
On peut d'ailleurs, reconnaître à priori Texisteiice de 
deux solutions dans ce cas, puisque, si Ton prolonge les 
Fw. 56. deux côtés BC et BA jusqu'à ce qu'ils se coupent de nou- 
veau en B', on aura un second trîanjgle rectangle CAB', 
où le côté 6 et l'angle B' = B sont évidemment les mêmes 
que dans le triangle primitif CB A ; d'ailleurs , les autres 
parties C, «', y', de ce nouveau triangle, sont bien les 
suppléments de C , a , y. 

§ IV. Résolution des triangles obliçuangles. 

472. Ces triangles, où l'on devra toujours connaître 
trois des six éléments A,B,C,a,6,y, présentent six 
problèmes distincts, qui se résolvent parles quatre prin- 
cipes généraux qu'expriment les formules (i), (2), (3) et 
(4) ] mais comme ces formules exigent quelques modifica- 
tions pour se prêter au calcul logarithmique , nous allons 
parcourir les diverses parties de cette question. 



PREMIER CAS. 



473. On donne les trois côtés a, 6, y. Pour trouver l'un 
des angles , A par exemple , il suffira d'employer la for- 
mule (i),. qui donne 

cos a — cos 6 cos 7 



cos A = 



sin 6 sin 7 ' 
équation dont le second membre est tout connu , mais qui 
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ne se prête pas commodément au calcul logarithmique. 
C'est pourquoi nous allons substituer cette valeur dans la 
relation générale 



— cosA 



et il viendra, en réduisant au même dénominateur, 



dn|A'=y/î 



xos(6 — 7) — cosa 
sm • " ' 



2sin6sin7 

puis , par la formule connue 

ces {a — b) — cos (éi + ^) = 2 sin a sin 6 , 
on obtiendra enfin 

ci« ' A — i AiP7(«-^-^— 7)sin|(a-4-7 --6) 
V sm6sm7 

formule que Ton rendra homogène en multipliant le se- 
cond membre par le rayon R des tables, et à laquelle les 
logarithmes s'appliqueront aisément. D'ailleurs, elle n'of- 
frira point de double valeur pour l'angle A , quoiqu'il 
soit donné par un sinus , parce que l'arc 1 A ne saurait 
surpasser go^.^Quant aux deux autres angles, ils s'obtien- 
dront par des formules toutes semblables à celle-ci , et qui 
s'en déduiront par des permutations de lettres. 

474. Si l'on avait substitué la valeur de cos A dans la 
relation 



iA = y/ï 



H- cos A 

cos 7 A = \/ , 



on serait arrivé , par des calculs analogues , à la formule 



V smSsiny 

25. 
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qui , par sa'combinaison avec la première , fournit encore 
«eue relation 



tangi A = */"»t(«-t-6-7)sinj-(a+y-6) 
*" V sm^(6+7 — a)smi(a-(-eH-7) 

i 

Ces expressions de cos | A et tang ~ . A pourraient être 
employées au même usage que celle de sîn ~ A ; et nous 
allons indiquer ici une application a;rès-utile de ces for- 
mules. 
Fie. 57. 475. Réduire un angle à Phorizon. Un obsçrvateui* 
placé au point O , a mesuré Tangle POQ que font les deux 
rayons visuels dirigés vers des points fixes P et Q , et il a 
mesuré aussi les angles POO' et QOO' formés par ces 
rayons avec la verticale ;, on demande Tangle PO'Q', qui 
est la projection du premier sur un plan horizontal. Si 
Ton conçoit une sphère décrite du point O, comme centre, 
avec un rayon quelconque , elle sera coupée par les trois 
faces de l'angle trièdre O , suivant un triangle sphérique 
ABC, dont les côtés a, 6, y seront les angles observés; 
tandis que l'angle demandé P'O'Q' ne sera autre chose 
que Tangle dièdre des deux plans POO' et QOO', c'esl-à- 
dîre l'angle A du triangle sphérique : on calculera donc 
cette inconnue A par une des formules établies ci- 
dessus. 

DEUXIÈME CAS. 

476. On donne deux côtés a et ê, av^ec F angle A op- 
posé à Vun d^eux, 

i**. L'angle B s'obtiendra par le théorème (2), qui 
donne 

. ^ sin A sin 6 

smB=: ; . 

sin a 
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2". Pour le côté 7, on emploiera la formule (i), 

'■ cos a = cos 6 cos 7 + sin 6 sin 7 cos A 

= cos6(cos7 -\- sin 7 tang 6 cos A); 

et pour la rendre calculable par logarithmes , on aura re- 
cours à un angle auxiliaire y , en posant (*) 

('") tang 6 cos A = tang (p , 

ce qui donnera 

cos a = cos6( C0S7 -f- sinv ^ ) , 

\ 'cos ç/ 

ou bien 

i^\ cos 6 cos f7 — <p^ 
\P) cos a = 11 ï^. 

COS(|p 

Ainsi, après qu*on aura calculé l'angle auxiliaire 9 par 
l'équation (w), on trouvera , au moyen de (/*), Tare y — (f, 
et par suite le côté y tout entier, 

3^. Pour TangleC, on pourrait, après avoir trouvé y, 

(*) Pour saisir Tesprit de ces transformations fréquentes, çt ne pas en 
faire un mécanisme aveugle et fatigant pour la mémoire, il faut remar- 
quer que, dans tous les cas semblables, il s'agit de changer en produit 
un binôme de la forme 

Msinw + Ncosw. 

Or, si Ton met en facteur commun Tune des quantités M ou N , comme 

m/ • N \ 

M I sin 6» -i- cos 0) -jrr L 

N 
et que Ton égale le coefficient trr à une tangente ou à une cotangente , 

lignes qui sont susceptibles de recevoir toutes les valeurs possibles, on 
aura 

M i sin w -f- cos 6) — — 2- 1 = ^ -^ X J 

\ cos 97/ cosç» 



M I sin w -h cos w -r-^ I = r-~ ^ 

\ smo/ »ui«' 
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employer le théorème (2); mais si Ton veut obtenir C 
directement, on prendra, dans le groupe (3), la for- 
mule 

cota sin€ =r cot A sinC -h cos6 cosC 



^/ « . ^cotA\ 

= cos6( cosC + sinC ^ ), 

\ ces 6 / 



pms on posera 



, . cot A 

(p) s=taiig)^, 

cos 6 

ce qui permettra de calculer aisément Tangle auxi- 
liaire ^', et en substituant dans Téquation précédente, il 
viendra 

/ N X. cos(C-->I*) 

(g) cot a tang 6 = — ^ — --^ , 

équation d'où Ton déduira aisément l'angle G — ^, et par 
suite l'angle G. 

Fie. 58. ^'^7' H 6®^ ^^ ^6 remarquer que l'introduction des 
auxiliaires (f et î(/, revient à partager le triangle ABC en 
deux triangles rectangles, par une perpendiculaire GD = fi. 
En effet, si l'on appelle 9 le segment DA, et (p l'angle ACD, 
le triangle rectangle AGD donnera , par les formules (7) 

et (5), 

tang» 
cos A = — 2^ , cosg = cos A cos : 

tangê' ^ 

puis, le triangle rectangle CDB donnera, par la for- 
mule (5), 

cos a = cos h cos (7 — y) ; 

et si l'on substitue ici la valeur de cos fi, on aura ces deux 
formules 

tang © cos 6 cos (7 — «) 

cosA=: — ^, .cosa= ^ ^, 

tang b cos (f 
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lesquelles s'accordent évidemment avec les équations (m) 
et (n) du numéro précédent. 

De même , pour trouver G , on déduira du triangle rec- 
tangle âCD, par les formules (9) et (7)^ 

tams, h 
cos 6 = cot A cot >I; , cos >p = — ^ ; 

^ tang 5 

puis , le triangle rectangle BCD fournira , d'après la for- 
mule (7), Féquation 

^ ^' tang a 

d'où Ton conclura, en éliminant A, 

M I * . /^ • \ tang S cos \L 
cos 6 = cot A cet ^p , cos (C •— >}») = — , 

résultats qui rentrent aussi dans les formules (^) et {q). 
Ce cas admettra souvent deux solutions. {Voyez n^ 486.) 

TE09tÈME CAS. 

478. On donne deux côtés a et^y avec Vangle com- 
pris C. 

i^. Le ciôté y s'obtien4Fa par le théorème (i), qui 
donne 

cos 7 =r cos loe co$ 6 -f> sin a sin € cos C 

=: cosa(cos6 -^ sin6 tanga cosC); 

de sorte que si Ton pose 

tang a cos C =7 tang ^ , 

> 

Tare auxiliaire (f se calculera aisément par logarithmes, 
et il viendra 

cos a cos (6 — ©) 
cos 7 = ^^ — , 

COS9 

•. . .7 . 
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formule qui donnera aussi Tinconnue cos y par le moyen 
deâ logarillimes. 

a^. Quant à Fangle A , on peut le déduire du théo- 
rème (2), lorsqu'une fois /est connue mais pour Tobte-' 
nir directement, on partira de la première des formules (3)^ 

qui donne 

cot a sin 6 — cos 6 cos C 

cet A = : — 7; 

sm C 



^ /cota . ^ A 

=ï cet C I . — 7; sin 5 — cos 6 ) ; 
\cosC / 



puis on posera 

cota 
cos G 

équation où Tare (f est évidemment le même que dans i ^ , 
et qui conduit à 

cot C sin (6 — f ) ^ . . tang C sin o 

cot A = ^ i-' ou tang A = -7-^- \. 

sm f ° sin (6 — ff) 

3**. Pour trouver Tangle B, on traiterait semblable- 
ment la formule suivante, déduite du théorème (3) , 

cot 6 sin A — cos a cos C 



cotB = 



sin C 



D^ailleurs , il est bon de savoir que les angles A et B s*ob- 
tiendraient aussi par les analogies de Néper, que nous- 
donnerons plus loin. (Voyez n^ 487i) 

479. Remarquons encore que Fintroduction de Tauxi- 

Fio. 59. liaire <f revient à partager le triangle ABC e& deux autres, 

par un arc BD = A, perpendiculaire sur AC. En effet, 

si Ton pose le segment CD = f , on aura dans le triangle 

rectangle BCD , 

cosC = — 2_L^ cos a = cos ©cos A, 
taDg a 

relations dont la première servira à calculer (p \ puis le 
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triangle rectangle DBA donnera 

, , _ . cos a /^ X 

ces 7 = COS h cos (6 — ®) = cos (o — © ) , 

' ^ ^' COSf 

résultats qui s'accordent avec les formules employées ci- 
dessus pour trouver y. 

Ensuite , les mêmes triangles rectangles donnent aussi 

tang h , tanc h 

tangC = --7f-, taa^A z=z ^-j^ r; 

sm ff sm (6 — (fj 

d'où l'on conclut, comme au n** 478, a**, 

tang C sin 9 

tangA = -r-^^ f- 

^ sm (5 — ç) 

Pour obtenir l'angle B, il faudrait abaisser la perpen- 
diculaire du sommet A. , 

QUATRIÈMB CAS. 

480. On donne deux angles A e^ B , auec le côté 
compris y. 

I**. Pour trouver l'angle C, on emploiera le théorème 
(4) 9 qui donne 

cos C = — cos A cos B ~f- sin À sin B cos y 

= cpsA( — cos^ ^4- sin B tang A cos y); 

■•■I •»' . .'i; 

et y par le secours d'un angle auxiliaire ^ , on atu^iï 

^' 'COS A sin (B — J») 
tang A cos 7 = cotit, cosC = r^ ^. 

2°. Le côté a s'obtiendra par une des formules (3) y qui 
donne , ' . j _ * /. 

cot a sin 7 = cot A sin B -)- cos y cos B 



r (:' . _ . -, cot A\ 

^= cos 7 1 cos B -f- sm B i : 

V ! cos 7/ 



ei^ jpar.b .aeûQurb du même angle j^rqii^ çi-des^us, on 

aura . , ... 

çot A ■ ... . cot 7 cos (B -r- J/) 

=i tàng>Vj cota = ^ - ■ > ■ ' . -y , 

cos y. . cos ip 
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3^. Le côté 6, se déduirait semblablement de la formule 
oot € nn 7 = cot B sin A + cos 7 gos A. 

Ob3ervon$ d'ailleurs que les deux côtés a , € , pourraient 
aussi se calculer par les analogies de Néper. Çf^oyez 
nP 488.) 

48i. On arrive aux mêmes valeurs, en abaissant Tare 
ic. 59. g£) __ ^ perpendiculaire sur AG , et en désignant par ^ 
Tangle DBA ; car le triangle rectangle ABD donne 

. * f cos A 

cos 7 = cot + cot A , cos h = -; — r- ; 
^ smip 

et, par Tautre triangle rectangle 6CD , on obtient 

cosC ,, , _ cosAsi&rB — 4*) 

cos h = 7- rr, d'où COS C = r-^-r -, 

sm (B — y) sm\p 

Quant à a , les mêmes triangles rectangles donnent 

C0S(B — J;) = "^ , COS^I* == Î?ÎÎS~; 

\ „^' , tonga' ^. tangv* 

d'où l'on conclut 

■ ' ^ C08(B — 4^) 

Pour' obtenir 6, il faûdrah abaisser la perpendiculaire 
du sommet A. 

CINQUIEME CAS. 

482. Ondàfine deux angles A e( B, à\^c le côté a 
oppofi^'^il'und-àux.^ ' .-■ • *:..l'.L>: :- c ' 

i^. Le côté S s'obtiendra par le théorème (2)9 qui 

donne 

. sin 6 . sin a 



\ - '• * » — Tsr -7» — , 

"i" sinB smA 



X a^. Pour trcWverl'âi^^ C, cM «Mptidemle théorème 

(4) , qui fournit l'équation 

côs A = ~ côs !B cos G^-ph si» B sjiii C c6s a 

=b dos B ( — cos C H- sin C tang B <:rbs a). 
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et , par le moyen d'un angle auxiliaire , il* viendra 

-^ . ^ cos B sin (C — ^) 

ta(igBcosa = cot J^, cosA = r~ -> 

^ sin>|/ 

3®. Le côté y se déduira d'une des formules (3), savoir^ 
€Otasin7= cotAsinB + cosy cos fi ; 

d'où résulte 

cota ^ ^ 

— =- sin 7 — cos 7 = cot A . tang B ; 
cosB ' ' ^ 

et alors, par un arc auxiliaire f , il viendra 

— - = cot f , sm (7 — <|p) = cot A tang B sin y. 

483. Cela revient encore à abaisser l'arc CD = h per- Fie. 6o. 
pendiculaîre sur AB, et k poser Tangle BCD = ^ , et le 
segment BD = (f •, car le triangle rectangle BCD donnera 

« . I cosB 

cos a = cotB cot^v, cos h = -; — - r 

sm -^ 

mais le triangle ACD fournit aussi la relation 

, cos A 

cos A =r -; — : --, 

sin(C~+)' 

d'où Ton conclura 

. ,^ ,v cosA^n^f» 

Quant au côté y, on a, dm» les mêmes triangles rec- 
tangles, 

cos B = — ^-ï--, tangB = -~— , tang A == . , ^ r ;, 

tang a ° sintp . ° .sm(7 — (?) 

d'où Ton conclut , exi iç^ifainant A, 

. V \ langB ssnf 

sm (7 — (d) = — ? —-^ , 

^' ^^ tarigA ' 

résultats qui s'accoixletit tous avec ceux du n** 482; mais 
qui offriront souvent deux solûuons, {V&féz la? 486.) 
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* SIXIÈME CAS. 

484, On donne les trois angles A, B e^ C. Pour ob- 
tenir un des côtés, a par exemple, on emploiera le théo- 
rème (4) 9 c[ur donne 

C03 A nr — cos B cos G + stn B sln G cos a , 

équation où cos a est la seule inconnue, mais qui ne se 
prête pas au calcul logarithmique. C^est pourquoi nous 
agirons conmie dans le premier cas, et nous substituerons 
la valeur de cos a , tirée de Téquation précédente , dans la 
relation connue 



»n|a = Y/i 



— cos a 
sm 



y 



alors il viendra , en réduisant au même dénominat^eur sous 
le radical, 

^ ^ ^ — cos(B -{- G) — cos A. 



âû 7 a = i/- 



2 sin B sin G 
ou bien 



dnja= y - 



sin • -.-./- ^^*^ (B -^ C -^ A)cosi(B -l-G- A) 



sinB sin G 

Cette valeur, que Ton aurait pu déduire de celle de 
cos { A, trouvée n^ 474, en appliquant cette dernière au 
triangle supplémentaire, sera toujours réelle. En effet, 
comme la somme. des trois angles A, B^ C est toujours com- 
prise (n*" 448) entre deux et six angles droits , il s'ensuit 
qu'on aura à la fois les deux conditions 

|(A H- B -h G) >90° et < 3 X go*»; 

ainsi , le premier cosinus qui entre sous le radical précé- 
dent sera négatif, et , à oause du^igne qui le précède , ce 
facteur deviendra positif. Ensuite , le second cosinus sera 
to^jours positifs car, dans le triangle supplémentaire, 
chaque coté ét^nt (n"^ 44tJ) plus petit que la sonuoae des 
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deux autres, on aura 

ou bien 

i8o<> — A < 180° — B + 180° — C ; 

d'où Ton conclut 

i(B-+-C-A)<90°. 

§ V. Remarques. 

485. On doit observer que, des six cas que nous ve- 
nons de résoudre, les trois derniers auraient pu être ra^ 
menés aux autres par le secours du triangle supplémen- 
taire. En effet, quand on donne, dans le quatrième cas, 
les angles A et B avec le côté compris y, on connaît, dans 
le triangle supplémentaire, les deux côtés a' et ê' avec 
Tangle C, puisque cea éléments sont les suppléments des 
données de la question. On pourrait donc, comme au 
n*' 478, calculer y'. A', C; et, en prenant leurs supplé- 
ments, on aurait les valeurs de C, a, 6. De cette manière, 
le quatrième cas se ramènerait au troisième , le cinquième 
au second , et le sixième au premier. 

486. En examinant par quelles lignes trigonomé triques 
sont fournies les inconnues dans chacun de ces six cas , on 
reconnaît aisément que le second et le cinquième sont les 
seuls qui puissent admettre deux solutions; et encore ils 
ne les admettent pas toujours. En effet, soit CA6 Tangle Fie. 6i. 
donné A, que nous supposerons d'abord aigu, et AC = ^ 
le côté comnu adjacent à cet angle : si Ton abaisse Tare CD 
perpendiculaire sur AB , le second côté donné a pourra 
prendre deux positions CB et CB', également écartées de 
CD , et il y aura deux triangles ACB, ACB', construits 
avec les mêmes données , pourvu toutefois que a <C 6 ^ car 
si a > 6 j la seconde position CB' que prendrait ce côté , 
4evraît être plus éloignée de la perpendiculaire CD que 
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ne Test CA) et, par suite, le point B' serait à droite du 
point A : de sorte que le second triangle , ayant un angle A 
supplément de celui qu'assigne la question , devrait être 
rejeté. 

Nous avons suppose , dans ce qui précède , le côté 6 
moindre que 90** ; s'il était plus grand , et représenté par 
AC, il faudrait évidemment , pour que le côté a pût pren- 
dre les deux positions CB'' et OB'*, que a fût moindre que 
le supplément CA' de CA= ë, parce que autrement le 
côté AB"^ se trouverait plus grand que la demi-circonfé- 
rence AB'^A'. En discutant de même le cas où Taagle A 
surpasserait 90^, il faudra observer que l'arc perpendicu- 
laire CD se trouve alars plus grand que les obliques^ les- 
quelles diminuent en s'en éloignant; et par là on pourra 
établir les caractères suivants : 

!a <^ ê , deux solutions ; 

a =r (5 , une solution ; 

a ^ 6 , une solution. 

l a + 6 <^ 180°, deux solutions; 
Si A <. 90", 6 > go°, '. a -f- 6 = 180^, une solution; 

/ a 4- (> > 180°, une solution. 

!dt -4- € <^ i8o°, une solution; 
a -{- ê = 180", une solution; 
a 4- 6 ]> i8o", deux solutions. 

ia <^ 6, une solution; 

a =6, une solution; 

a ]> ê^ deux solutions. 

■ 

Pour le cinquième cas , où Ton donne A, B et a, on ra- 
mènera la discussion au cas que nous venons d'examiner, 
par le secours du triangle supplémentaire. 

-487. Nous ferons connaître ici les analogies de Né- 
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per, qui peuvent servir à résoudre le troisième et le qua- 
trième cas des triangles obliquangles. 

Eliminons cos y entre la première et la troisième des 
formules (i) du n° 456, et nous aurons 

cos a = cos a cos' 6 + cos 6 sin a sin 6 cos G + sin 6 sin 7 cos A ; 

d'où Ton déduira, en transposant, 

sin 7 cos A = cos a sin 6 — sin a cos 6 cos C. 

En éliminant , d'une manière toute semblable , cos y enr 
tre la deuxième et la troisième des formules (i) , on arri- 
vera évidemment à 

sin 7 cos B = cos 6 sin a — sin 6 cos a cos G ; 

et en ajoutant ces deux dernières équations membre à 
membre , il viendra 

(R) sin 7 (cos A -h cos B) = (i — cos G) sin (a -f- 6). 
Cela posé , on a par Je théorème (a) , 

sin A sin B sin G 



d'où l'on déduit 
(S) 

(T) 



sin a sin 6 


sin 7 ' 


sin A + sin B 


sin G 


sin a -h sin 6 


sin 7 ' 


sin A — sin B 


sin G 



sin a — sin 6 sin 7 ' 



et en éliminant sin y tour à tour entre (R) et (S), et en- 
tre (R) et (T), il viendra 

sin A + sin B sin G un a -h sin 6 

cos A -I- cos B I — cos C ' sin (a -f-6) ' 

sin A — sin B sin C sin a — sin ^ 

cos A -h cos B I — cos C " sin (a + 6) ' 
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puis enfin , par les formules ordinaires de la Trigonomé- 
trie , qui changent les sommes de sinus ou de cosinus en 
produits 9 on ramènera aisément les deux équations pré- 
cédentes à la forme 

(n) tang -^ ( A -H B) =cot|C. ^-) ^, 

^ ^ ** ' ^ ^ * cos|(a+6) 

y X 1 / . «\ . ^ sin T (a — 6) 

.(,a) tangi(A-B)=cotiC. ^^'.|^^gj . 

Ces relations, qui pourraient être écrites sous la forme de 
proportions ou d" analogies j serviront, dans le troisième 
casàes triangles obliquaogles', à trouver (A+B), (A — B), 
et par suite, chacun des angles A et B. 

488. Si Ton applique les formules (ii) et (12) au 
triangle supplémentaire , dans lequel A' = 1 80*^ — a , 
B' = i8o« — 6, C'=i8o«— 7, a' = i8o° — A,;.., 

' on en conclura ces deux nouvelles analogies ^ 

, T^x . / ^x . cos-J-fA — B) 

(.3) tangH« + 6)=tangi,.^-^^i^^, 

/ rx . / ^x 1 siïi 7 (A — B) 

(.4) t»°gH«-6) = tanS^7.-i(ITB)' 

lesquelles pourront aussi , dans le quatrième casj suffire 
à trouver (a 4- ê), (« — 6), et par suite, chacun des cô- 
tés a et 6. 

489. Nous placerons encore ici une conséquence re- 
marquable de l'équation trouvée n*' 457, 

. ^ i/ I — CCS* a — ces' 6 — cos^ 7 -H 2cos a ces 6 cos 7 

sm A =: ' . ^ ' . — • 

• . sm 6 sin 7 

Fie. 5a. Considérons , en effet , un parallélipipède COADB , dont 
les trois arêtes contiguës sont 

OA = flr, 0B=:^, OC = c, 
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lesquelles font entre elles des angles 

BOC=a, C0A=r6, AOB = 7. 

r 
( 

Ces angles sont (n^ 446) les côtés d'un triangle sphérique 
intercepté par les trois faces de Fangle trièdre O, sur une 
sphère qui aurait son centre en ce point ^ et les angles A , 
B , G de ce triangle seront les angles dièdres qui ont pour 
arêtes OA, OB, OC. Cela posé, on a évidemment 

surf. OADB = ab sin AOB = ab sin 7 ; 

puis , en abaissant la perpendiculaire CH sur la base, et 
la droite HK perpendiculaire sur OA, on aura 

CH == CK . sinCKH = CK . sinA , 

ou bien , en prenant la valeur de CK dans le triangle rec- 
tangle COK, 

CH = csijd^sinA. 

Donc le volume du parallélipipède sera 

vol. (a, b, c) •=! abetinAûn^siny-y 

et, en y substituant Texpression citée au commencement 
de cet article, pour sin A, on obtiendra le volume de ce 
corps en fonction des arêtes et des angles qu'elles forment 
entre elles, savoir : 

vol. («, by c) r= ahc^i ~cos*a — co8*6 — coft*y-H acosacosSeosy. 

Cette expression pourrait aussi se calculer aisément par 
logarithmes, car elle se décomposerait en quatre facteurs , 
attendu que le polynôme sous le radical provient (n^ 437) 
de la différence 

sin * 6 sin ^ 7 — ( cos a — cos 6 COS7 ) '. 

490. Si Ton considère la pyramide qui aurait pour 

26 



402 CHAPITRE XVIU. 

arêtes OA, (M, OC, et pour base le triangle ABC, elle 
sera évidemment le sixième du parallélipipède ^e nous 
venons de calculer ; et d^ailleurs, comme en désignant les 
trois côtés de la base par 

BC = «', CA = b', AB = c', 

il serai t aisé de calculer les trpis quantités cos oc , cos ë , cos y, 
on arriverait ainsi à trouver le volume de la pyramide, 
exprimé seulement au moyen de ses six arêtes. Parmi ces 
droites , il est bon d^observer que a et a' sont deux arêtes 
opposées, ainsi que b avec i', et c avec c\ ^ 

§ VI. Résolution d'un triangle sphéri^ue, dont les. 
trois côtés sont très-petits par rapport au rayon 
de la -sphère. 

FiG. 63. 491. Soit un triangle sphérique ABC dont les côtés 
ont pour longueurs absolues a y &, c, et qui est tracé 
sur une sphère dont le rayon OA = r. Nous avons fait 
observer (n^ 452) que les sinus, cosinus,. . . . qui en- 
traient dans la formule (i) et dans toutes celles qui en ont 
été déduites, ne désignaient pas les lignes trigonométri- 
ques des arcs AB , AC , BC , eux-mêmes : mais seulement 
les sinus y cosinus,... d'arcs semblables k ceux-ci ^ et 
tracés sur une sphère dont le rayon serait Funité. Or, 
puisque deux arcs semblables sont toujours entre eux 
comme leurs rayons , il s'ensuit que les arcs que nous 
avons désignés jusqu'à présent par a, 6, y, sont liés avec 
]*es longueurs absolues a , & , c , par les relations 

a b c 

a = -, 5 = -, 7 = -; 
r r r 

et c^est effectivement de là qu'il faudrait déduire les va- 
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leurs de a , 6 , y , si les cotés étaient donnés en grandeur 
absolue, par exemple en mètres. Mais il peut arriver que 
ces côtés a y b , c, soient très-petits par rapport au rayon /* 
de la sphère ; comme dans la Géodésie , où les côtés des 
triangles que Ton conçoit tracés sur le globe terrestre, 
bien qu^ayant plusieurs lieues de longueur , sont encore 
très-petits relativement au rayon du globe, dont la valeur 
moyenne est de 1092 lieues de 4 kilomètres. Alors les 

rapports -, -, -, étant des fractions très-faibles , ré- 

pondraient k des arcs a , S, y, qui se trouveraient beau- 
coup au-dessous de i^^ of, pour des arcs aussi petits, les 
tables de logarithmes n^oâri raient plus assez d'exactitude, 
et il devient à la fois plus rigoureux et plus court de ra- 
mener la résolution de pareils triangles à celle de trian- 
gles rectîlîgnes. Nous allons donc démontrer le principe 
sur lequel repose celte réduction. 

492. En substituant les valeurs précédentes de a^ ë^y 
dans la formule (i), elle donne 



CCS A = 



a b c 

ces ços - ces - 

r r r 

b . c 

siti- sin- 

r r 



mais si Ton développe les sinus et les cosinus , en négli- 
geant les termes au-dessous de -- , on aura 



a a 

cos-=:i , ^ >— *» 

r 2r' 2.3.4^ 

b b' b' 

cos-=i --I n-y—i, 

c c' f * 



, b b b' 

sm - = T-r , 

r r 2.3H 



. c c 
sm - = - 

r r 



2.3r^ 



». 
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valeurs quij substituées dans l'expression de cos A , don- 
neront , en i^^gligeant toujours les puissances supérieures 
à r*, un résultat dont l'erreur sera néanmoins de l'or- 
dre -j , parce que le dénominateur renferme le facteur — , 
et il viendra 



-f- 



c» 



cosA = 






Mais en supprimant le diviseur commun r*, et dévelop- 
pant le facteur 

V 



puis négligeant les termes où entrera r^, nous aurons 
enfin 

(l5) C0SA= 7 ! 7-7 ; . 

493. Maintenant y si l'on posait ici r= oo , le trian- 
gle sphérique deviendrait un triangle rectiligne ayant 
les mêmes côtés a, i, c, mais dont les angles A', B', C, 
seraient différents de A, B, C; et la form.uie (|5) don- 
nerait 

Ô^ + C»— tf» 

cos A' = r , 

2 OC 

relation déjà connue, et d'owl'on déduit 

2û*6* ■+- 2a*c»4- 26'r^ — a'^b* — c^ 
sin'A'= p^^^ . 

Alors on voit que l'équation (i5) peut s'écrire sous la 
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forme 

bc sin ' A' 



•(16) cosA = cosA' — 



&r' 



ce qui montre que Tangle A est plus grand que A', maïs 
que la différence doit être très-petite , puisque le dernier 
terme de Téquation précédente est divisé par r*. Pour 
mieux apprécier cette différence , posons 

A = A' -+- x , d*où cos A = cos A' ces x — sin or sin A' 

= cos A' — or sin A' ; 

ce résultat qui s'obtient en négligeant le carré de x , étant 
comparé avçc la relation (i6), prouve que 

bc siu A! S 

où s désigne la surface du triangle rectiligne \ d'ailleurs 
il en résulte que la quantité x*, que nous avons négligée , 

serait de Tordre -^. Ainsi, en acceptant une approxima- 
tion de ce genre , on pourra poser 

et Ton aura de même , 

B = B' -. 34,, 

car la quantité S ne change pas quand on permute A 
avec B ou avec €• 

404. En ajoutant les trois équations précédentes» il 
vient 

A 4- B H^ C = 180" 4- ~; 
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ce qui prouve que la quantité — équivaut à V excès sphé- 

rique e , qui exprime aussi (n° 451) la surface du triangle 
sphérique \ et Içs dernières équations du n*' 493 pourront 



s'écrire ainsi ; 



A = A' -^ ~ e , 
B = B' -4- I £, 

C = C ^^ ^ e. 

Il résulte de là que, quand on a un triangle sphérique 
très-peu courbe, dont les angles sont A , B, C, et les 
cotés a, b, c, il existe un triangle rectiligne qui a 
des côtés de même longueur , et dont les angles sont 

A — ^e, B — ^s, C — ^e, en désignant par s l'excès de 
ô 6 6 

la sonune des trois angles du triangle sphérique sur deux 
angles droits. 

495. Voici maintenant la manière dont il faudra em- 
ployer ce théorème, i^. Si Ton connaît les trois côtés du 
triangle sphérique, on saura calculer S par la formule 
ordinaire 

S = sjp{p^a){p''-b){p^c), 

où p désigne le demi-périmètre \ et alors S et r se trou- 
vant exprimés en unités de même espèce, par exemple 

en mètres, le quotient -^ = « sera un nombre abstrait 

qui représentera une certaine fraction du rayon R des ta- 
bles de sinus, lequel a été pris pour unité des lignes trigo- 
nométriques. Ainsi, pour convertir e en secondes, il fau- 

dra multiplier ~ par R", nombre de secondes contenues 
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(1 ans Tare de cercle qui égale en longueur absolue son 
rayon (*) : on aura donc 

e = -. R ; 

et alors , en calculant les trois angles A', B', C, du trian- 
gle rectiligne d'après les côtés connus a, i, c, il suf- 
fira d'augmenter chacun d'eux de ^ e, pour avoir les 

angles A, B, G , du triangle spliérique. 

2^. Si la question donnait A, 6, c, alors on sait que 

bc sin A' bc sin A 
S = = , 

2 2 

en prenant sin A pour sin A'; et comme ces deux quan- 
tités ne diffèrent que par des termes du second ordre , 
puisque 

sin A' =: sin (A — ar) = sin A cos x — cos A sin x, 
il s'ensuit que le résultat 

s = ^ X R" 

ne sera fautif que dans les termes de l'ordre — . Par consé- 
quent, si l'on résout le triangle rectiligne aysflit pour élé- 
ments J, c et A' = A — ^ e, on en conclura, après 
avoir trouvé a, B', C, que les parties cherchées dans le 



(*) Ce nombre de seconde^» s^obiient en remarquant qae 

7rR= 1800 = 648000"; 

de sorte qu^en divisant par tt , qui est connu , on obtiendra le nombre de 
secondes contenvies dans Tare qui égale R, savoir, 

ir = 206265" et log R" = 5,3 14425 1 . 
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triangle sphéricpfê ëtaienrt 

3^. Si Ton connaissait, dans le triangle sphérîque, 
A, a, b^ on calculerait dans le triangle rectiligne corres- 
pondant 

b sin A' 6 sin A 



sin B' = 



a a 



d'où Ton conclurait Tangle €'= i8o° -*- A — B', avec 
la même approximation que ci-dessus \ et par suite , on 
aurait 

g _ ab sin C^ . ~ ^ r'' 

4^. Lorsque Ton connaît A, B, c, on obtient aisément 

6c sin A c* sin B sin A 

~" 2 "" 2 sin (A -f- B) ' 

d'où Ton conclut e ; et il en serait de même pour^es don- 
nées A, B, a, puisque le troisième angle G serait connu 
par l'équation G = i8o® — A — B, qui est suffisamment 
exacte pour le calcul de la quantité S, laquelle doit être 
divisée par r^. Ainsi, dans tous les cas, on pourra esti- 
mer directement l'excès sphériquee; et, par suite, con- 
clure les parties du triangle sphérique d'après celles 
qu'on aura calculées dans le triangle rectiligne. 
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